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La thèse porte sur l'étude de la réduction de traînée par injection de bulles. La réduction de
traînée présente un intérêt pour les applications navales puisqu'elle est issue d'une modiﬁcation des
structures cohérentes qui contribuent le plus à la résistance à l'avancement. Le but de cette étude
est d'analyser les mécanismes à l'origine de cette diminution du frottement pariétal. L'approche
utilisée dans le cadre de cette étude est numérique, elle emploie le code JADIM par une approche
Euler-Lagrange : la phase continue est simulée par Simulation Numérique Directe et la phase disper-
sée est simulée en suivant individuellement chaque bulle. La conﬁguration retenue dans le cadre de
cette étude est celle de l'écoulement de Taylor-Couette (écoulement compris entre deux cylindres en
rotation). La première partie de la thèse vise à adapter l'outil numérique employé, aﬁn de pouvoir
prendre en compte le retour de la phase dispersée via des termes de forçage dans les équations bilan
de matière et de quantité de mouvement. La deuxième partie de la thèse vise à étudier l'écoulement
porteur en conﬁguration monophasique, aﬁn de disposer d'une référence sur l'écoulement non per-
turbé. La troisième partie de la thèse a pour objectif d'étudier la dispersion passive des bulles dans
le système, aﬁn d'analyser les mécanismes de migrations mis en jeu. Enﬁn la dernière partie de la
thèse vise à étudier l'inﬂuence des bulles sur l'écoulement porteur en analysant l'eﬀet de certains
paramètres, notamment le taux de vide et la ﬂottabilité.
Mots clés : bulles, Taylor-Couette, traînée, dispersion, Euler-Lagrange, simulation numérique,
turbulence
Abstract
The study deals with drag reduction induced by bubble injection, its application concerns naval
transport. The aim of the study is to shed more light on mechanisms that are involved in this wall
friction reduction. The study is based on a numerical approach, and use the JADIM code with
an Euler-Lagrange approach : the continuous phase is solved by Direct Numerical Simulation, and
the disperse phase by a tracking of each bubble. Within the framework of this study we consider
the Taylor-Couette ﬂow conﬁguration (ﬂow between two concentric cylinders in rotation). The ﬁrst
part of the study deals with the modiﬁcation of the numerical tool, in order to take into account
the inﬂuence of the disperse phase on the continuous one through forcing terms in the mass and
momentum balance equations. The aim of the second part is to study de Taylor-Couette ﬂow in
its monophasic conﬁguration, for the purpose of providing a reference of the undisturbed ﬂow. The
third part deals with the passive dispersion of bubble in Taylor-Couette ﬂow, in order to analyze
the migration mechanisms involved. And the aim of the last part is to study the eﬀects of the
disperse phase on the continuous one, by analyzing the inﬂuence of bubbly phase parameters (like
void fraction and buoyancy).
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Nomenclature
R1 Rayon du cylindre intérieur
R2 Rayon du cylindre extérieur
Lax Longueur du dispositif dans la direction axiale
η = R1/R2 Rapport entre les rayons
Γ = Lax/(R2 −R1) Rapport d'aspect
Ui = ΩiRi Vitesse du cylindre i (Ωi vitesse de rotation)
Re = U1(R2 −R1)/ν Nombre de Reynolds de l'écoulement
Ta =
√
Ω21R1(R2 −R1)3/ν2 Nombre de Taylor
Ti Couple de frottement visqueux au cylindre i
Gi Couple de frottement visqueux adimensionnel au cylindre i
u∗ =
√
τw/ρ Vitesse de frottement
δ∗ = ν/u∗ Echelle de longeur visqueuse associée à la vitesse de frotte-
ment
< . >xθt Opérateur de moyenne dans les directions axiale et azimu-
tale, et dans le temps
< . >θt Opérateur de moyenne dans la direction azimutale, et dans
le temps
A′ Fluctuation déﬁnie en fonction de la moyenne < A >xθt
A′′ Fluctuation déﬁnie en fonction de la moyenne < A >θt
ρ, ρf Densité du ﬂuide
u Champ de vitesse de l'écoulement porteur
P Champ de pression de l'écoulement porteur
τ Tenseur des contraintes visqueuses
g Gravité
Rb Rayon d'une bulle
db = 2Rb Diamètre d'une bulle
d+b = db/δ
∗ Diamètre d'une bulle normalisée par l'échelle de longueur
visqueuse (unités de paroi)
v Vitesse d'une bulle
Vb Volume d'une bulle
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ρb Densité d'une bulle
τb Temps de relaxation des bulles
Reb = db |u− v| /ν Nombre de Reynolds de bulles
We Nombre de Weber
Bo = ρf |u− v|2 db/σ Nombre de Bond
σ Tension superﬁcielle
FD Force de traînée
CD Coeﬃcient de traînée
Fflott Force de ﬂottabilité
Fma Force de masse ajoutée
Cm Coeﬃcient de masse ajoutée
FTchen Force de Tchen
FL Force de portance
CL Coeﬃcient de portance
∆traj Pas de temps associé au suivi Lagrangien
∆NavierStokes Pas de temps associé à la simulation de la phase continue
(Noyau Navier Stokes)
N totb Nombre total de bulles
Φ1, Φ2 Termes de forçage
εi Taux de présence volumique de la phase i
χi Fonction indicatrice de la phase i
δI Distribution de Dirac caractéristique de l'interface
V Vitesse de l'interface
G Fonction poids utilisée dans les moyennes phasiques
< · >i Opération de moyenne volumique locale sur la phase i
uc Champ de vitesse du ﬂuide dans la phase continue
Uc =< uc >c Vitesse moyennée localement sur la phase continue
Fd Terme de forçage de la phase dispersée sur la phase continue
dans le bilan de quantité de mouvement
Σc Tenseur des contraintes visqueuses dans la phase continue
Uc =< P >c Pression moyennée localement sur la phase continue
Ω1 Vitesse de rotation du cylindre intérieur
Ω1 Vitesse de rotaton du cylindre extérieur
TVF Turbulent Vortex Flow
WVF Wavy Vortex Flow
MWVF Modulated Wavy Vortex Flow
CWVF Chaotic Wavy Vortex Flow
TTVF Turbulent Taylor Vortex Flow
λ Longueur d'onde dans la direction axiale
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u+i = |uθ − Ui| /u∗i Vitesse à la paroi du cylindre i normalisée par les unités de
parois associées au cylindre i
y+i = |r −Ri| /δ∗i Distance à la paroi du cylindre i normalisée par les unités de
parois associées au cylindre i
Nx,Nr,Nθ Nombre de maillages dans les directions axiale, radiale et
azimutale respectivement
τtot(r) Frottement total moyenné dans les directions axiale, azimu-
tale et dans le temps
τw,i Frottement à la paroi du cylindre i
Rec1 Nombre de Reynolds critique d'apparition des tourbillons de
Taylor
VL Vitesse terminale d'ascension des bulles
UTV Vitesse caractéristique des rouleaux de Taylor
C = UTV /VL Nombre sans dimensions caractéristique de la migration des
bulles dans la direction axiale
H = 4(UTV /U1)
2R1/(R2 −R1) Nombre sans dimensions caractéristique de la migration dans
la direction radiale
Fin = (1 + Cm)VbρfU21 /R1 Force caractéristique
FLW Force de portance correctrice de paroi
CLW Coeﬃcient de portance correctrice de paroi
U⊥ Vitesse relative de la bulle projetée dans un plan normal à
la paroi
Re⊥ Nombre de Reynolds de bulle associé au comportement de
la bulle à la paroi
Re∗i = ui∗(R2 −R1)/ν Nombre de Reynolds turbulent associé à la paroi i
τw,mono Frottement à la paroi en conﬁguration monophasique
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La réduction de traînée est une problématique commune à tous les types de transports (na-
val, terrestre et aérien). Pour chaque domaine des méthodes ont été mises au point pour contrôler
l'écoulement de façon passive ou active aﬁn de diminuer cette résistance à l'avancement. Dans le cas
de l'hydrodynamique navale, l'objectif principal concerne la nécessité d'améliorer le rendement du
système propulsif tout en diminuant la résistance de la carène. On peut décomposer cette résistance
en trois contributions distinctes : la résistance de frottement, la résistance de forme et la résistance
de vagues. La contribution des frottements est prépondérante pour des navires progressants à des
vitesses faibles à modérées pour de grandes longueurs de coques. Diminuer cette résistance de frot-
tement permettrait ainsi de diminuer la consommation de carburant, de diminuer les rejets de gaz
à eﬀet de serre, ou alors d'augmenter la vitesse et la capacité d'emport tout en conservant cette
consommation. La réduction de la traînée de frottement répondrait ainsi à une problématique à la
fois environnementale et énergétique.
L'optimisation de la forme de la carène n'est plus à l'heure actuelle la seule stratégie étudiée pour
diminuer la résistance à l'avancement, on distingue dans la littérature trois méthodes principales
conduisant à réduire la contribution des frottements : le traitement de la surface, l'injection de poly-
mères et l'injection d'air. On remarque de plus que ces stratégies sont aussi abordées pour diminuer
le frottement des écoulements en canaux (pipeline, . . .)
Les surfaces hydrophobes sont caractérisées à la fois par des propriétés chimiques hydrophobes et
une rugosité de petite échelle. Dans le cas laminaire Ou et al. (2004) ont montré que de l'air était
piégé par ces formes rugueuses ce qui induirait une diminution du frottement. Cette réduction dé-
pend alors de la quantité d'air piégé. Les travaux numériques de Martell et al. (2010) reprennent
ce type de conﬁguration rugueuse (ﬁg 1.1) et permettent d'atteindre une diminution du frottement
visqueux de 10%. En ce qui concerne la structure de l'écoulement, ils n'observent pas de déformation
des structures turbulentes de proches paroi mais simplement un éloignement de ces structures de la
paroi solide.
Concernant la stratégie visant à ajouter des polymères, elle se base sur une modiﬁcation de la
rhéologie du ﬂuide qui ne se comportere alors plus comme un ﬂuide Newtonien. Cela provoque une
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Chapitre 1 : Introduction générale
(1) (2)
Figure 1.1  Illustration tirée des travaux de Martell et al. (2010) : schéma de la géométrie utilisée ainsi
que des caractéristiques des surfaces superhydrophobes utilisées : (1) structures en crêtes (2)
structures en bâtonnets (dans les simulations l'interface air/eau est considérée plane).
modiﬁcation des structures turbulentes de proche paroi (White & Mungal (2008)), notamment une
stabilisation et un réarrangement de l'alternance des minima et maxima locaux de frottement à la
paroi (épaississement des streaks longitudinaux de proche paroiﬁg 1.2). D'après Dubief et al. (2004),
cela perturberait aussi les cycles de régénération de la turbulence.
(1) (2)
Figure 1.2  Illustration tirée des travaux de White & Mungal (2008) : visualisations du champ de vitesse
issues de mesure PIV à une distance y+ ≈ 20 pour le cas de l'eau (1) et avec 60% de
réduction du frottement obtenue par ajout de polymères (2) (l'écoulement va de bas en haut
et les couleurs sont associées à l'amplitude de la vitesse)
Pour ces deux premières méthodes il semble donc que l'interaction avec les structures de proche
paroi soit la clef de la diminution du frottement pariétal. Enﬁn la réduction de la traînée par in-
jection de bulles a été mise en évidence dans les années 70 (Mc Cormick & Bhattacharyya (1973)).
L'application portait sur l'augmentation de la vitesse de corps immergés (torpilles). Mais depuis
1980 l'injection de bulles est envisagée surtout pour réduire la traînée de frottement des coques de
navire, dans un contexte d'économies d'énergie de plus en plus contraint.
Parmi les études portant sur la réduction de la traînée par injection de bulles ou microbulles pour l'hy-
drodynamique navale, on retrouve des approches expérimentales et numériques, les régimes atteints
dans les expériences étant généralement associés à des nombres de Reynolds bien plus importants.
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On distingue trois types d'écoulements retenus dans ces études : les deux premiers correspondent
à des conﬁgurations de type couche limite sur plaque plane ou encore en canal plan turbulent, le
troisième correspond à une conﬁguration de type Taylor-Couette (écoulement entre deux cylindres
coaxiaux en rotation).
Pour le cas de la plaque plane, c'est généralement le coeﬃcient de frottement visqueux qui permet
d'estimer la réduction globale de la traînée. Madavan et al. (1984) ont observé une diminution du
frottement local à la paroi pouvant aller jusqu'à 80%. Ils ont constaté que cette diminution du frot-
tement pariétal augmente avec le taux de vide (concentration volumique de gaz), et qu'elle est peu
sensible à la densité du gaz injecté. Les travaux de Madavan et al. (1985) ont ensuite mis en évidence
des eﬀets de ﬂottabilité : le taux de réduction de la traînée est sensible à la position de la plaque
par rapport à la couche limite (réduction plus importante si la plaque est orientée face vers le bas).
Elle est donc sensible à la direction de l'injection vis à vis de la gravité. Ceci rejoint les observations
de Sanders et al. (2006) : le taux de vide en proche paroi est un facteur important et la ﬂottabilité
semble être un facteur favorable à cette diminution du frottement si elle permet de maintenir les
bulles près de la paroi sous l'eﬀet de la gravité. A l'inverse la formation de couches de ﬂuide sans
bulle près de la paroi limite la réduction de la traînée. Les diﬀérentes études expérimentales sur
plaque plane mettent en jeu des bulles ayant une taille de l'ordre de 100 unités de parois. Parmi
les études numériques, c'est celle de Lu et al. (2005) qui fait intervenir des bulles ayant une taille
qui s'en rapproche le plus avec un diamètre de bulles db tel que d
+
b ≈ 54. Cette étude considère
un écoulement turbulent en canal réduit à des dimensions géométriques minimales, sous l'inﬂuence
d'une phase dispersée constituée de 16 bulles. Elle emploie une méthode de suivi d'interface cou-
plée à une méthode de résolution de type volumes ﬁnis permettant d'étudier l'écoulement pour des
bulles déformables. La déformabilité des bulles est paramétrée par leur nombre de Weber déﬁni selon
l'équation (1.1) à partir de la vitesse de frottement u∗ =
√
τw/ρ (où τw est le frottement pariétal,






Les interactions des bulles avec les parois supérieure et inférieure sont étudiées. En fonction du We
Lu et al. (2005) observent alors diﬀérents mécanismes conduisant à une modiﬁcation du frottement
pariétal (ﬁg 1.3) : la réduction la plus importante est obtenue avec les bulles les plus déformables
(We = 0.405). Pour ce cas, la traînée diminue progressivement avec le temps jusqu'à atteindre
une réduction de 20%. Pour le cas des bulles moins déformables en revanche, ils observent une
augmentation de la traînée plus particulièrement au niveau de la paroi supérieure. L'action des
bulles déformables provoque une atténuation des vortex longitudinaux induisant une diminution du
frottement pariétal. Cet eﬀet est la conséquence du glissement des bulles déformables le long de la
paroi au dessus des structures tourbillonnaires longitudinales. La réduction du frottement associée
dépend donc des trajectoires des bulles, ce qui la lie par conséquent à la dispersion turbulente. Il
s'agit donc ici aussi d'un mécanisme d'interaction des bulles avec la turbulence de la couche limite.
D'autres travaux numériques ont permis d'observer une réduction de la traînée. Xu et al. (2002)
ont étudié l'injection de microbulles en canal turbulent par la méthode FCM (Force Coupling Me-
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Figure 1.3  Illustration tirée des travaux de Lu et al. (2005) : bulles et isocontours de vorticité longitu-
dinale à deux instants diﬀérents (gauche et droite) pour trois cas distincts : sans les bulles
(en haut), avec des bulles à We = 0.203 (milieu), et avec des bulles à We = 0.405 (en bas).
L'évolution du frottement est représentée sur les parois.
thod). Les bulles introduites modiﬁent le comportement de l'écoulement turbulent. Ce sont pour
les bulles les plus petites (d+b = 27) que la réduction de la traînée est la plus importante (6% de
réduction pour un taux de vide de 4%). Ces travaux mettent en évidence l'inﬂuence de trois aspects :
la distance à la paroi pour l'initialisation de la position des bulles, les eﬀets de densité réduisant
les transferts turbulents de quantité de mouvement et enﬁn les interactions entre les bulles et les
structures turbulentes.
Les travaux numériques de Ferrante & Elghobashi (2004) ont aussi mis en évidence une réduction
de traînée par injection de microbulles dans une couche limite turbulente sur plaque plane, en em-
ployant une méthode Euler-Lagrange (résolution des équations de transport de façon Eulérienne
pour le ﬂuide, et calcul des trajectoires par suivi Lagrangien des bulles). Les bulles y sont traitées
comme des sphères indéformables (We << 1), de taille d+b = 2.4, leur nombre est compris entre
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8.105 et 16.106. La réduction globale de traînée peut atteindre 20% pour un taux de vide global de
2% et une conﬁguration où la plaque est en haut. Leur méthode de résolution prend en compte le
taux de vide volumique C dans les bilans Eulériens de matière et de quantité de mouvement. Ils
observent que cela induit des eﬀets importants : la migration des bulles dans l'écoulement induit un
éloignement des structures tourbillonnaires de la paroi ce qui explique la diminution du frottement
pariétal selon le mécanisme de la ﬁgure 1.4 : l'éloignement des structures turbulentes de vorticité
longitudinale de la paroi, dû à la capture des bulles, renforce l'éjection (zone de minimum local
de frottement) et atténue le balayage (zone de maximum local de frottement). Cette modiﬁcation
induite de la répartition des streaks conduit ainsi à une réduction globale du frottement à la paroi.
C'est l'équation de continuité qui contrôle cet eﬀet d'éloignement des structures car l'évolution spa-
tiale et temporelle du taux de présence induit une compressibilité eﬀective. L'inﬂuence du nombre
(1) (2)
Figure 1.4  Illustration tirée des travaux de Ferrante & Elghobashi (2004) : Schéma proposé pour illustrer
le mécanisme de réduction de la traînée pour une couche limite turbulente chargée en bulles
(1) Cas monophasique, (2) Cas chargé en bulles
de Reynolds a ensuite été étudiée dans cette même conﬁguration par Ferrante & Elghobashi (2005).
Ils observent qu'une augmentation du nombre de Reynolds tend à limiter les eﬀets de réduction du
frottement. Cela résulte de la concurrence entre le mécanisme proposé de réduction de la traînée par
éloignement de la paroi des structures dissipatives et le rapprochement vers la paroi provoqué par
l'augmentation du nombre de Reynolds.
L'inﬂuence de la déformabilité des bulles sur une turbulence de paroi a aussi été mis en évidence en
conﬁguration géométrique de Taylor Couette. La grandeur physique servant de référence pour l'esti-
mation de l'évolution globale du frottement pariétal est le couple de frottement visqueux exercé sur
le cylindre intérieur. On remarquera que les écoulements de Taylor Couette à bulles ont pour parti-
cularité de générer plusieurs types d'accumulation spatiale de la phase dispersée, principalement près
de la paroi du cylindre intérieur, qui est en rotation, ou au coeur des structures tourbillonnaires de
grande échelle (structures de Taylor). Les travaux en couche limite sur paroi plane ont montré qu'il
est nécessaire que les bulles soit présentes près de la paroi pour réduire le frottement. Les diﬀérents
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régimes d'accumulation en conﬁguration de Taylor-Couette pourraient donc être associés à diﬀérents
régimes d'interaction. Van den Berg et al. (2005) ont étudié l'inﬂuence de la déformabilité pour un
nombre de Reynolds entre Re = 7.104 et Re = 1.106. Pour Re < 6.105 les eﬀets de compressibilité
sont dominants et la réduction de traînée est modérée (de l'ordre de 5% en variation relative). Pour
Re > 6.105 ils ont mis en évidence que les eﬀets de déformabilité sont dominants et conduisent à
une réduction plus importante du frottement visqueux (de l'ordre de 20%). Ils ont comparé les eﬀets
d'une phase dispersée constituée de bulles millimétriques à ceux d'une phase dispersée constituée
de particules légères mais indéformables pour une même concentration volumique. Ils observent que
ce sont les bulles les plus déformables qui conduisent à la diminution la plus importante du couple
de frottement visqueux, ce qui est en accord avec les simulations de Lu et al. (2005) en canal. Les
interactions avec une couche limite ont eux aussi été mis en évidence en conﬁguration de Taylor
Couette (Van den Berg et al. (2007)). Ils ont comparé la réduction de traînée obtenue pour des
parois rugueuses et lisses. Ils ont mis en évidence que la réduction du frottement s'annule sur paroi
rugueuse, ce qui laisse supposer que les bulles interagissent avec la couche limite sur paroi lisse. Les
travaux de Van Gils et al. (2011) ont permis de reproduire les observations de réduction de traînée
de Van den Berg et al. (2005) et indiquent qu'une augmentation du taux de vide favorise la réduction
de traînée.
La réduction de traînée en écoulement à bulles a aussi été étudiée à des nombres de Reynolds plus
faibles compris entre 500 et 5000 (Murai et al. (2005), Murai et al. (2008)). Ces travaux montrent
que la réduction de traînée est la plus importante pour les plus faibles valeurs de Re (jusqu'à 40%
de réduction), ainsi qu'une inversion de la tendance à partir de Re > 3000, voire une augmentation
de la traînée pour les Re les plus importants. Cette augmentation serait liée à une dispersion plus
grande des bulles dans la direction radiale. Les travaux de Sugiyama et al. (2008) ont eu pour but
de reproduire numériquement par une approche Euler-Lagrange ces expériences pour un nombre
de Reynolds compris entre 600 et 2500. La réduction de la traînée obtenue numériquement semble
résulter d'une destructuration des cellules de Taylor par la phase dispersée, sous l'eﬀet de la gravité.
L'étude que nous proposons ici s'inscrit donc dans la continuité de ces travaux et vise à étudier
l'inﬂuence de l'injection de bulles sur un écoulement faiblement turbulent par une approche numé-
rique de type Euler-Lagrange. La conﬁguration géométrique retenue dans le cadre de cette étude est
celle de l'écoulement de Taylor-Couette turbulent, pour des nombres de Reynolds compris entre 1000
et 8000. Ils se situent donc dans la même gamme que ceux abordés dans les travaux de Murai et al.
(2008) mais nettement plus faibles que ceux de Van Gils et al. (2011). On s'attachera à prendre en
compte les eﬀets de couplage de quantité de mouvement comme dans les travaux de Sugiyama et al.
(2008), mais aussi les eﬀets de compressibilité eﬀective décrits par Ferrante & Elghobashi (2004)
dont l'inﬂuence n'a pas encore été testée en conﬁguration de Taylor-Couette.
Une telle étude par simulation numérique soulève en fait plusieurs problématiques couplées, et
le manuscrit est organisé de façon à y répondre progressivement : la première concerne la méthode
et les modèles retenus pour prendre en compte les interactions entre la phase porteuse et la phase
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dispersée. On présentera ainsi dans le premier chapitre la méthode de résolution numérique em-
ployée. Le code utilisé dans le cadre de cette étude est le code Jadim permettant une résolution des
équations de Navier-Stokes par une méthode de type volume ﬁnis où la phase continue est suivie de
façon Eulérienne et la phase dispersée de façon Lagrangienne (Climent & Magnaudet (2006)). Les
bulles sont considérées comme quasi-ponctuelles et leurs trajectoires sont calculées par intégration
du bilan des forces s'appliquant sur chaque inclusion. Des modiﬁcations ont été apportées au code
aﬁn de prendre en compte le retour de la phase dispersée tant dans l'équation de continuité que
dans le bilan de quantité de mouvement. On présentera ainsi dans ce premier chapitre la méthode
employée aﬁn de reformuler les équations bilans. On précisera aussi les tests eﬀectués aﬁn de valider
les développements numériques associés.
La deuxième problématique provient de la nécessité de disposer d'une description de l'écoulement
de la phase porteuse. Le deuxième chapitre a donc pour but de caractériser l'écoulement de Taylor-
Couette turbulent pour des nombres de Reynolds compris entre 1000 et 8000 pour trois géométries
d'entrefer. On présentera dans un premier temps une étude bibliographique de cet écoulement qui
permettra de mettre en évidence ses particularités. On exposera ensuite les premières simulations
eﬀectuées ainsi que les validations associées. Ces validations s'appuient sur des grandeurs globales
(évolution du couple de frottement visqueux), mais aussi sur des comparaisons avec les travaux nu-
mériques de Dong (2007) et expérimentaux de Mehel (2006). On présentera ensuite les résultats issus
de nos simulations en faisant varier à la fois le nombre de Reynolds de l'écoulement et la géométrie
du domaine. On étudiera enﬁn dans ce chapitre la structure locale de l'écoulement en proche paroi et
notamment le frottement pariétal. On discutera des similitudes que l'écoulement de Taylor-Couette
turbulent présente avec les écoulements turbulents sur plaque plane. Ce chapitre servira donc de
référence pour la suite aﬁn de quantiﬁer et caractériser l'inﬂuence de la phase dispersée sur la struc-
ture de l'écoulement.
Il sera aussi nécessaire de découpler les diﬀérents mécanismes d'interaction entre les phases aﬁn de
mieux en étudier les eﬀets. La troisième problématique vise donc à étudier la migration et l'accu-
mulation préférentielle des bulles sous l'inﬂuence de l'écoulement porteur sans retour sur la phase
continue. La littérature indique que la présence des bulles près de la paroi est nécessaire à la réduction
du frottement pour le cas de la couche limite sur plaque plane, il est donc important de caractériser
l'agencement de la phase dispersée. Le troisième chapitre a donc pour but d'étudier la dispersion
passive des bulles dans l'écoulement de Taylor-Couette faiblement turbulent. Le couplage entre les
deux phases est alors one-way : les bulles migrent dans le domaine sous l'eﬀet de l'écoulement
porteur et n'ont aucun eﬀet en retour sur cet écoulement. Plusieurs études ont mis en évidence des
phénomènes d'accumulation préférentielle (Djeridi et al. (2004), Climent et al. (2007), Murai et al.
(2005)). On observe dans la littérature que les bulles s'accumulent soit près du cylindre intérieur,
soit dans le coeur des rouleaux de Taylor. Une étude préliminaire sur des maillages grossiers mais
restituant néanmoins les grandes structures de l'écoulement montrera que les tendances principales
peuvent être reproduites dans les simulations. Une étude plus ﬁne permettra d'étudier en détails
la migration des bulles ainsi que l'inﬂuence des diﬀérentes forces s'exerçant sur les inclusions et les
mécanismes d'interaction en proche paroi.
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Enﬁn la dernière problématique consiste à analyser le retour de la phase dispersée sur la phase conti-
nue aﬁn d'estimer si une réduction du frottement peut être atteinte dans les conﬁgurations retenues
et si les mécanismes mis en jeu sont les mêmes que ceux présentés dans la littérature, notamment la
déformation des structures tourbillonnaires et les eﬀets de compressibilité eﬀective. On présentera
donc dans le dernier chapitre les résultats issus des simulations prenant en compte le couplage in-
verse de la phase dispersée sur la phase continue. On s'attachera ainsi à étudier l'inﬂuence du taux
de vide, de la localisation des bulles et des eﬀets de ﬂottabilité sur la turbulence et le frottement
visqueux résultant. Les interactions avec les parois des deux cylindres seront étudiées et le couple de
frottement exercé sur chaque cylindre permettra d'estimer de façon globale l'inﬂuence de la phase
dispersée. On comparera aussi la répartition du frottement aux parois avec les résultats monopha-
siques du deuxième chapitre. On étudiera enﬁn l'interaction des bulles avec les tourbillons de Taylor
et la turbulence de proche paroi.
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Introduction
Le but de ce chapitre est de présenter l'outil numérique qui a été utilisé dans le cadre de cette
étude. On distinguera dans ce chapitre trois aspects principaux : la méthode de résolution en conﬁ-
guration monophasique, la simulation de la dispersion des bulles permettant le calcul de leurs tra-
jectoires sans retour sur le ﬂuide, et enﬁn la méthode retenue pour prendre en compte ce retour sur
le ﬂuide ainsi que son implémentation dans le code.
Le code de calcul utilisé dans le cadre de cette étude est Jadim, il s'agit d'un code développé depuis
une vingtaine d'années à l'Institut de Mécanique des Fluides de Toulouse. Jadim est constitué d'un
noyau permettant la résolution des équations de Navier Stokes instationnaire et incompressible par
une méthode de type volumes ﬁnis. À ce noyau s'ajoutent plusieurs modules permettant de traiter
divers problèmes physiques. Le module LES (Large Eddy Simulation) développé initialement lors
des travaux de Calmet (1995) permet de simuler des écoulements turbulents via une approche de
simulation aux grandes échelles. Le module VOF (Volume Of Fluids) permet de simuler des écou-
lements di- ou triphasiques par une méthode VOF sans reconstruction d'interface (comme dans les
travaux de Bonometti (2005)), aﬁn d'étudier typiquement des phénomènes de déformation, rupture
ou coalescence. Les modules de suivi Lagrangien des travaux de Climent & Magnaudet (1999) et
la méthode FCM (Force Coupling Method) des travaux de Climent & Maxey (2009) permettent de
simuler la dispersion de particules. Enﬁn un module de chimie permet de simuler certains types de
transferts réactifs aux interfaces.
Dans le cadre de notre étude nous avons utilisé le module de suivi Lagrangien, la première partie de
ce chapitre visera donc à présenter le noyau de Jadim, la deuxième partie le principe du module de
suivi Lagrangien sans retour sur la phase porteuse (one-way coupling), et dans une troisième partie
les modiﬁcations apportées dans le cadre de ce travail aux équations simulées dans Jadim aﬁn de
prendre en compte ce retour sur la phase porteuse (two-way coupling).
2.1 Simulation d'un écoulement monophasique
2.1.1 Equations du problème
On se place ici dans le cas monophasique d'un écoulement tridimensionnel, instationnaire, in-
compressible d'un ﬂuide Newtonien. Les équations bilan de matière et de quantité de mouvement
s'écrivent donc
∇ · u = 0 (2.1)
∂u
∂t
+ u · ∇u = −1
ρ
∇P +∇ · τ + g (2.2)
τ = ν
[∇u + (∇u)T ] le tenseur des contraintes visqueuses (2.3)
ν = µ/ρ la viscosité cinématique du ﬂuide (2.4)
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Les maillages utilisés sont orthogonaux et peuvent être curvilignes. On désigne par ξi les coordonnées






















Aﬁn d'étudier le problème en coordonnées curvilignes on introduit l'opérateur de divergence géné-
ralisé







Le système des équations de Navier Stokes peut alors s'écrire de la façon suivante (comme utilisé
dans les travaux de Rivero (1991) et Magnaudet et al. (1995)) :
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En intégrant maintenant ces équations sur un volume élémentaire V contenu dans une surface
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(1) (2)
Figure 2.1  Position des noeuds de pression, de vitesse, et de taux de présence de phase sur le maillage
décallé en deux dimensions (1) et trois dimensions (2). La composante selon ex est calculée
au centre des facettes Est et Ouest, (Nord et Sud pour la composante selon ey)
2.1.2 Discrétisation spatiale
Les équations sont écrites en variables vitesse-pression et l'utilisation d'une méthode de type
volumes ﬁnis implique de calculer des ﬂux à travers les facettes des volumes élémentaires qui consti-
tuent le domaine. Une discrétisation sur maillages décallés comme représenté sur la ﬁgure 3.7 est
utilisée aﬁn de faciliter le calcul de ces ﬂux. Les noeuds de pression sont situés au centre de la maille
de calcul des grandeurs scalaires (pression, taux de vide, etc ...) et les composantes du champ de
vitesse au centre des facettes servant de frontière à la maille de pression. On présentera les cri-
tères retenus sur la ﬁnesse du maillage dans le chapitre présentant la simulation de l'écoulement en
conﬁguration monophasique.
2.1.3 Intégration en temps
L'intégration en temps se fait avec un schéma de Runge Kutta d'ordre 3 pour les termes advectifs,
et un schéma semi-implicite de Crank Nicolson pour les termes visqueux. Pour chaque sous-itération










V + αkL[un,k−1i ] + βkL[un,ki ]
+γkN [u
n,k−1




Les valeurs des coeﬃcients αk, βk, γk et ζk sont données dans le tableau 2.1, elles sont déterminées
aﬁn d'assurer une précision globale au deuxième ordre en temps (Rai & Moin (1991), Calmet (1995)).
Dans la mesure où on utilise un schéma semi-implicite pour le terme visqueux, le terme d'inertie est
le seul à imposer une contrainte sur le pas de temps de type CFL = max(|U | , |V | , |W |) ∆t∆x ≤
√
3.
Cela permet d'obtenir ainsi un premier champ de vitesse uˆn+1 = un,3 qui ne vériﬁe pas néces-
sairement la condition d'incompressibilité. Une étape de correction grâce à l'avancement en temps
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k 1 2 3
∆tk 8∆t/15 2∆t/3 ∆t
αk = βk 4/15 1/15 1/6
γk 8/15 5/12 3/4
ζk 0 −17/60 −5/12
Table 2.1  Valeurs de coeﬃcients utilisés dans les diﬀérentes itérations k de la boucle Runge-Kutta
de la pression permet alors de déduire le champ un+1 à partir de ce champ prédicteur. En eﬀet on
peut formaliser le calcul du champ prédicteur au pas de temps n+ 1 en fonction du champ réel du








V + [Advection+ V isqueux+Gravite´]n+1/2 (2.16)








V + [Advection+ V isqueux+Gravite´]n+1/2 (2.17)












En prenant la divergence de cette équation et en introduisant l'incrément de pression










En résolvant cette équation on peut alors avancer la pression dans le temps, et on en déduit ensuite
le champ de vitesse réel incompressible en fonction du champ prédicteur.
2.1.4 Synthèse sur l'algorithme de résolution
Le schéma de la ﬁgure 2.2 propose une synthèse de l'algorithme suivant, il sera repris dans les
parties suivantes pour illustrer comment le module de suivi Lagrangien ainsi que le retour de la phase
dispersée sur la phase ﬂuide s'articulent autour de ce noyau. On remarquera de plus que le noyau
de Jadim a été parallélisé il y a quelques années, notamment au cours des travaux de Hallez (2007).
Cette parallélisation se fait avec MPI (Message Passing Interface) et s'appuie sur une technique
de décomposition spatiale du domaine et une redistribution de ces sous-domaines sur les diﬀérents
processeurs.
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Figure 2.2  Algorithme du code Jadim en conﬁguration monophasique
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2.2 Simulation numérique de la dispersion passive de bulles
Il est possible de simuler des écoulements à bulles par diﬀérentes approches, et diﬀérentes mé-
thodes numériques. Certaines d'entre elles permettent de résoudre l'écoulement autour des bulles et
leur déformation, ce qui impose numériquement d'avoir une discrétisation spatiale suﬃsamment ﬁne.
On devient alors limité par le nombre de bulles qu'il est possible de simuler et par la dimension du
système que l'on souhaite simuler. On est également limité par le nombre de Reynolds du cas étudié,
car l'épaisseur de la couche limite pour une bulle sera de l'ordre de dbRe
−1/2
b ce qui conditionnera la
ﬁnesse de la discrétisation. Pour lever ce blocage, d'autres méthodes numériques ne prennent pas en
compte le détail à l'échelle des bulles, elles sont alors traitées comme des points en mouvement via
une approche Lagrangienne. Avec cette approche la dimension des inclusions peut ainsi descendre
en dessous de l'échelle de résolution de l'écoulement ce qui rend plus accessible le fait de considérer
un nombre de bulles important et de simuler les eﬀets collectifs induits. Il devient alors envisageable
de simuler des systèmes de dimension plus importante. Pour illustrer ces diﬀérentes méthodes et
leurs diﬀérences on montre sur la ﬁgure 2.3 des résultats obtenus en couche limite turbulente pour
des bulles déformables par Lu et al. (2005) et pour des microbulles ponctuelles par Ferrante & El-
ghobashi (2005). Dans le premier cas, toute la dynamique à l'échelle des bulles est résolue. Dans le
deuxième cas les bulles sont considérées ponctuelles et indéformables, ce sont leur centre de masse
qui sont transportés et le nombre de bulles simulées est alors bien plus important (29 millions de
bulles pour le cas (2) contre 16 bulles pour le cas (1)).
(1) (2)
Figure 2.3  (1) Illustration tirée des travaux de Lu et al. (2005) de déformation de bulles en écoulement
turbulent : Bulles et isocontours de vorticité longitudinale à deux instants pour des bulles à
nombre de Weber We = 0.405. - (2) Illustration tirée des travaux de Ferrante & Elghobashi
(2005) sur la dispersion de bulles dans une couche limite turbulente : Positions et vitesses
des bulles, ainsi qu'isocontours de vorticité longitudinale
Dans cette étude nous nous intéressons à une phase dispersée constituée de bulles largement
sub-millimétrique. Pour un système eau-air de telles bulles sont sphériques. Elles seront assimilées à
des points, c'est à dire que les bulles sont plus petites que l'échelle de résolution et donc plus petite
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que la maille. La dynamique des bulles est simulée grâce à un suivi Lagrangien. Les trajectoires de
ces bulles sont calculées en intégrant dans le temps le bilan des forces s'exerçant sur chaque inclusion.
2.2.1 Bilan des forces s'appliquant sur une bulle sphérique
On distingue diﬀérentes forces s'appliquant sur cette inclusion et on présente ici la façon dont ces
forces sont modélisées. On considère ici uniquement le cas d'une bulle sphérique isolée, non défor-
mable, de diamètre db et de volume Vb animée d'une vitesse ~v. On introduit le nombre de Reynolds
de bulle (les indices b et f se réfèrent respectivement à la bulle et au ﬂuide, la vitesse ~u est le champ












CD |~u− ~v| (~u− ~v) (2.21)
Cette force de traînée s'oppose au mouvement relatif entre la bulle et le ﬂuide et provient de l'exis-
tence de la dissipation de l'écoulement généré par le mouvement relatif. De façon générale le co-
eﬃcient de traînée CD d'une particule dépend de son nombre de Reynolds, ainsi que des rapports
entre les densités et les viscosités de la particule et le ﬂuide. Dans le cas d'une bulle sphérique ce
coeﬃcient peut être approché par la corrélation issue des travaux de Mei et al. (1994) et ne dépend
que du nombre de Reynolds de bulle. Cette corrélation présente l'avantage d'être valable pour l'en-


















La ﬂottabilité est la conséquence des eﬀets de gravité et provient de l'écart de densité entre
l'inclusion et le ﬂuide. Elle est donc indépendante de la vitesse du ﬂuide environnant, on l'écrit
comme 2.23 :
~Fflott = (ρb − ρf )Vb~g (2.23)
Masse ajoutée et force de Tchen
La masse ajoutée (eq 2.24) provient à la fois des eﬀets d'instationnarité et de non uniformité
de l'écoulement. On l'interprète physiquement par le fait que lorsque la bulle se déplace, elle va
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Les notations ddt et
D
Dt permettent de distinguer la dérivation en temps utilisée pour l'inclusion
et utilisée pour le ﬂuide. Dans le second cas la dérivation totale DDt inclut la dérivée partielle par
rapport au temps ∂∂t et la variation en espace. On la distingue de la dérivée particulaire utilisée dans
les équations de Navier Stokes car elle s'applique ici à la vitesse du ﬂuide estimée à la position de
l'inclusion. Dans le cas d'une sphère on a Cm = 1/2. La masse ajoutée est généralement associée à
une autre force obtenue ad hoc par Tchen et qui de façon similaire au principe d'Archimède prend







La force de portance est due à l'existence d'une circulation de ﬂuide autour de l'inclusion. On
l'exprime comme il suit (où ~ω = rot(~u) est le rotationnel de la vitesse du ﬂuide calculé au centre de
la particule).
~FL = +ρfVbCL(~u− ~v) ∧ ~ω (2.26)
Le coeﬃcient de portance CL utilisé dans la simulation suit la loi de Legendre & Magnaudet (1998)
qui ne dépend que du nombre de Reynolds de bulle et de l'intensité de cisaillement S.
CL =
( 2.2555× 6/pi2















Cette expression a été vériﬁée par des simulations numériques directes pour S < 0.5 .
Synthèse du bilan des forces
Le bilan des forces s'exprime alors comme il suit
(ρb + Cmρf )Vbdv
dt




CD |u− v| (u− v)
+ρfVbCL(u− v) ∧ ω + ρfVb(1 + Cm)DU
Dt
(2.28)
Il est possible de mettre en évidence le temps de relaxation de la bulle τb = r2b/6νff(Reb) (avec
rb le rayon de l'inclusion, et f(Reb) la fonction entre crochets de l'équation 2.22). Le temps de
relaxation τb ≈ r2b/6νf sera utilisé par la suite pour estimer la discrétisation temporelle du suivi
Lagrangien aﬁn d'en assurer la stabilité.
Les bulles sont déformées si les eﬀets de tension de surface compensent toutes les actions du ﬂuide
tendant à les déformer. Ainsi elles restent sphériques tant que Bo = ρgd/σ < 1 (typiquement
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d < 3mm pour un système eau/air) et We = ρ |u− v|2 d/σ < 1. Le cisaillement à l'échelle de
la bulle peut également la déformer et on suppose que cet eﬀet est négligeable. Dans notre étude
l'inﬂuence de la gravité peut être estimée a priori, et l'eﬀet de l'inertie devra être vériﬁé a posteriori
car cela nécessite de calculer la vitesse des bulles.
2.2.2 Prévisions sur les simulations numériques
La formulation de ces forces utilise la valeur du champ de vitesse du ﬂuide au centre de l'inclu-
sion, or les composantes du champ de vitesse ne sont connues que sur un maillage ﬁxe indépendant
de la position de ces inclusions. Une étape d'interpolation est donc nécessaire aﬁn d'estimer le champ
de vitesse et ses gradients depuis la grille Eulérienne permettant de simuler les équations de Navier-
Stokes vers la grille Lagrangienne des centres de ces diﬀérentes inclusions (ﬁg 2.4). Dans le cadre de
Figure 2.4  Exemple de positions de bulles dans le maillage utilisé pour la simulation
notre étude, nous avons conservé les développements utilisés initialement dans Jadim dans les tra-
vaux de Climent & Magnaudet (1999) puis repris dans ceux de Legendre et al. (1999). Le module de
suivi Lagrangien de Jadim utilise pour cela une interpolation au second ordre du champ de vitesse et
de ses gradients, permettant ainsi d'exprimer le bilan des forces pour chaque particule. L'intégration
en temps de leur trajectoire est eﬀectuée par un algorithme de Runge-Kutta d'ordre 2 et possède une
discrétisation temporelle diﬀérente de la partie Eulérienne. Le pas de temps trajectoire est déﬁni en
fonction du temps de relaxation des particules aﬁn de permettre aux inclusions d'intégrer l'inﬂuence
de perturbations de trop grande amplitude. Les tests eﬀectués dans la conﬁguration de notre étude
ont permis d'estimer que la partie Lagrangienne reste stable pour ∆ttraj < τb/5. Dans le cas des
bulles de petite taille, cela va mener à des pas de temps trajectoire relativement petits par rapport
au pas de temps utilisé dans la simulation des équations de Navier-Stokes (rapport de 400). Aﬁn
de limiter le temps de calcul, on diﬀérencie les boucles temporelles pour la partie Lagrangienne et
la partie Eulérienne de la façon suivante : lorsque le noyau Navier-Stokes eﬀectue une itération, le
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suivi Lagrangien eﬀectuera N itérations (∆tNavierStokes = N∆ttraj). Dans le cadre de notre étude les
positions initiales des bulles sont tirées aléatoirement, et leur vitesse initiale est prise égale à la vi-
tesse du ﬂuide. Le domaine simulé est limité soit par des parois, soit par des conditions périodiques.
On utilisera une condition limite de type rebond élastique lorsque les bulles interagissent avec la
paroi. Dans les autres directions, lorsqu'une bulle traverse une sortie du domaine elle est réinjectée
en entrée, en adaptant sa position et sa vitesse aﬁn de respecter la périodicité. La ﬁgure 2.5 propose
une synthèse de cet algorithme.
On remarque que ce type de méthode peut être appliqué plus généralement pour les écoulements
à phase dispersée et notamment pour le cas des particules solides. Dans ce cas il faut adapter le
bilan des forces en utilisant les lois appropriées (traînée, portance).
2.2.3 Parallélisation de la partie Lagrangienne
La parallélisation de la partie Lagrangienne de Jadim a été réalisée dans le cadre de ce travail. Il a
été choisi d'utiliser un découpage diﬀérent pour la partie Lagrangienne que pour la partie Eulérienne.
En eﬀet la partie Eulérienne utilise un découpage en espace, tandis le suivi Lagrangien est basé sur
une répartition des bulles par paquets égaux entre les coeurs. Ce choix a été motivé par la nature de
la dispersion étudiée. Comme il sera présenté par la suite la dispersion de bulles en écoulement de
Taylor Couette s'accompagne souvent d'accumulation préférentielle dans la direction radiale (avec
notamment de l'accumulation près de la paroi du cylindre intérieur, ou au coeur des cellules de
Taylor). Un découpage en espace dans la direction radiale aurait pu impliquer un déséquilibre des
charges entre les diﬀérents coeurs. La ﬁgure 2.6 montre un cas critique d'accumulation à la paroi
dans une zone de jet (donc une accumulation préférentielle dans les directions radiale et axiale). Une
autre particularité de notre système est lié à la direction azimutale car les bulles vont principalement
tourner dans cette direction. Un découpage dans cette direction impliquerait une étape de détection
d'entrée/sortie de domaine à chaque itération Lagrangienne, et donc des échanges d'information
importants entre coeurs pour chaque pas de temps Eulérien. Le même problème se pose dans la
direction axiale puisque les bulles vont être amenées à monter dans le système sous l'eﬀet de la gravité.
En distribuant les particules par paquets et non en fonction de leur position dans le domaine, on
évite les échanges dans ces sous-itérations tout en conservant l'équilibre des charges. L'inconvénient
de cette méthode est que les coeurs doivent échanger à chaque itération Eulérienne la totalité du
champ ﬂuide aﬁn d'être capable d'interpoler les grandeurs au centre des inclusions, même si elle
évite les échanges pour les sous-itérations Lagrangiennes.
Le travail de parallélisation s'est fait en deux étapes. La première version permettait un calcul
parallèle en espace pour la phase continue, et la phase dispersée n'était prise en compte que par le
processeur maître. Cette parallélisation mixte s'est révellée insuﬃsante pour les cas des petites bulles
(donc présentant un faible temps de relaxation, et par conséquent un rapport ∆tNavierStokes/∆ttraj
de l'ordre de 300). Pour de tels cas l'avancement en temps est saturé par la boucle trajectoire au point
31
Chapitre 2 : Méthode de résolution numérique
Figure 2.5  Schéma récaptitulatif de l'algorithme de résolution utilisé dans Jadim dans le cas de la
dispersion passive des bulles.
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Figure 2.6  Illustration de l'eﬀet de l'accumulation des bulles pour un découpage en espace (on représente
ici un quart du domaine, les couleurs donnent les répartitions entre les sous domaines pour
un découpage en 8 dans la direction axiale et 2 dans la direction radiale) : les bulles ont
tendance à s'accumuler près du cylindre intérieur (induisant un déséquilibre des charges entre
les coeurs si on découpe dans la direction radiale). Elles s'accumulent aussi dans certaines
zones de l'écoulement dans la direction axiale (pouvant là aussi mener à un déséquilibre des
charges).
que le temps de calcul n'est dû qu'à la partie Lagrangienne. Il était donc nécessaire d'étendre le calcul
du suivi Lagrangien sur plusieurs coeurs en parallèle. C'est ce qui a été réalisé pour les simulations
reportées dans ce travail, permettant ainsi un gain de temps de calcul conséquent. Par exemple, pour
un cas représentatif correspondant à un maillage 200×100×200 pour la phase continue, à une phase
dispersée contenant un nombre de bulles N totb = 10
6 bulles, une boucle Lagrangienne comprenant
350 itérations trajectoires par pas de temps ﬂuide, un calcul lancé avec cette version parallèle sur
16 coeurs sur la machine vargas (Power 6 de l'Idris) a présenté un temps de calcul divisé par 11 par
rapport à la version semi-parallèle. De plus la courbe de performance de la ﬁgure 2.7 montre que la
version parallèle a présenté des performances intéressantes au moins jusqu'à 32 coeurs. Au delà les
échanges entre coeurs prennent une part plus importante dans le calcul mais la parallélisation reste
avantageuse. C'est grâce à ce travail qu'une grande partie des simulations ont pu être conduites avec
des temps de restitution raisonnables.
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Figure 2.7  Performances atteinte sur le centre de calcul Idris (machine vargas power 6). Pour un cas
représentatif correspondant à un maillage 200×100×200 pour la phase continue, à une phase
dispersée contenant un million de bulles, une boucle Lagrangienne comprenant 350 itérations
particules par pas de temps ﬂuide. T8coeurs correspondant au temps de calcul nécessaire sur
8 coeurs, et TN sur N coeurs
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2.3 Retour de la phase dispersée sur la phase ﬂuide
Il faut désormais modéliser l'action des bulles sur le ﬂuide en prenant en compte leur présence
dans les équations bilan de matière et de quantité de mouvement. Cet eﬀet est crucial pour la si-
mulation de l'impact de la dynamique des bulles sur la structure de la turbulence en proche paroi.
La première formulation de couplage employée dans Jadim (utilisée par exemple dans les travaux
de Climent & Magnaudet (1999)) s'appuyait sur le couplage de quantité de mouvement des bulles
contenues dans le volume de contrôle V considéré (typiquement le volume de la maille) :
∇ · u = 0 (2.29)
∂u
∂t
+ u · ∇u = − 1
ρf
∇P +∇ · τ + g + Φ1 (2.30)























En introduisant les fractions volumiques de la phase continue εc et de la phase dispersée εd, on
constate que le terme de couplage de quantité de mouvement peut se décomposer de la manière
suivante :











































Cette formulation ne permet donc pas de capter d'autres eﬀets du taux de vide que la modulation du
bilan de quantité de mouvement par le taux de présence de la phase ﬂuide. Or de tels eﬀets peuvent
être importants comme l'a montré l'étude sur la réduction de la traînée de Ferrante & Elghobashi
(2004). Aﬁn de pouvoir prendre en compte ces eﬀets dans le cadre de notre étude, on a cherché à
préciser la dépendance des équations bilans par rapport au taux de vide, notamment pour le bilan de
masse. La suite de cette partie a pour but de détailler la démarche suivie pour obtenir ces nouvelles
équations bilan. Pour cela on choisit de repartir des équations locales. Soit Vtot le volume total du
domaine considéré, on cherche à décrire les propriétés de l'écoulement sur une petite échelle, pour
cela on considère un sous-volume V ﬁxe occupé à la fois par du ﬂuide et des bulles. On appelle
SI la surface correspondant à l'ensemble des interfaces entre les bulles et le ﬂuide comme illustré
sur la ﬁgure 2.8. On raisonne sur des moyennes volumiques locales (correspondant aux moyennes
phasiques) et on écrit les équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement avec
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Figure 2.8  Notations utilisées par la suite : on considère un volume de contrôle V comportant à la fois
du ﬂuide et des bulles, SI représente l'ensemble des interfaces contenues dans ce volume de
contrôle
ce formalisme Eulérien.
On se concentre dans un premier temps sur des grandeurs locales. Pour cela on utilise la fonction
indicatrice de la phase continue χc.
χc(x, t) =
{
1 si x est situé dans la phase continue
0 sinon
(2.35)
De même on déﬁnit la distribution de Dirac δI qui permet de localiser l'interface et de quantiﬁer





On introduit V la vitesse de l'interface, et uc la vitesse du ﬂuide. La fonction caractéristique
vériﬁe :
∇χc = −ncδI (2.37)
∂χc
∂t
+ V · ∇χc = 0 (2.38)
En considérant la phase ﬂuide incompressible, le bilan local de masse s'exprime donc sous la
forme :
∇ · uc = 0 (2.39)
On multiplie l'équation de continuité 2.39 par χc, en utilisant le fait que la vitesse de l'interface est
égale à celle du ﬂuide en l'absence de transferts de masse.
∇ · uc = 0
χc∇ · uc = 0
∇ · χcuc − uc · ∇χc = 0
∇ · χcuc −V · ∇χc = 0
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Une autre formulation possible de l'équation de continuité est donc :
∇ · χcuc + ∂χc
∂t
= 0 (2.40)
De la même façon l'équation locale de bilan de quantité de mouvement pour la phase continue
peut s'écrire (Zhang & Prosperetti (1997)) :
∂
∂t
(χcρcuc) +∇× (χcρcuc · uc) = −∇ · (χcPc) +∇ · (χcΣc) + χcρcg
−[ρcuc(uc −V).nc −Mc]δI
(2.41)
avec Mc = (−PcI + Σc) · nc (2.42)
V est la vitesse de l'interface, qui est égale à uc en l'absence de transfert de masse à l'interface, soit
uc = V.
2.3.1 Moyennes phasiques locales
On va utiliser des moyennes spatiales aﬁn de passer de ces équations locales à des équations
moyennées spatialement. Pour cela on intègre sur le volume total Vtot les grandeurs physiques carac-
térisant la phase continue en la pondérant par une fonction poids G. Dans le cadre de notre étude,
on choisit une fonction G qui ne dépend que de l'espace. Celle-ci est non nulle uniquement sur le
volume élémentaire V. Cette fonction de pondération agit alors comme un ﬁltre, on prendra dans le




1 si x ∈ V
0 sinon
(2.43)
Cela permet de se ramener à un volume d'intégration équivalent au volume élémentaire, et les
moyennes phasiques sont alors représentatives d'un comportement localisé dans le volume V. On











Dans la littérature on trouve d'autres déﬁnitions du taux de présence, il peut en eﬀet être déﬁni à
partir de moyennes temporelles ou moyennes d'ensemble sur des réalisations (Drew & Wallis (1992)).
Soit A(x, t) une grandeur caractéristique de la phase continue. On déﬁnit sa moyenne locale associée
< A >c (x, t) telle que :





A(ξ, t)χc(ξ, t)G(x− ξ) d3ξ = 1V
∫∫∫
V
A(ξ, t)χc(ξ, t) d
3ξ (2.45)








(εc < A >c) (2.46)
< ∇(χcA) >c= ∇ (εc < A >c) (2.47)
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2.3.2 Nouvelles équations bilan
On cherche à exprimer les équations bilan sur les moyennes phasiques locales, en utilisant comme
point de départ les bilans de matière et de quantité de mouvement. La moyenne phasique agit ici
comme un ﬁltre.
Equation de continuité
En moyennant sur le volume l'équation de continuité formulée selon 2.40 cela permet d'obtenir
la nouvelle équation de continuité :
∂εc
∂t
+∇ · (εcuc) = 0 (2.48)
Bilan de quantité de mouvement
De la même façon on moyenne le bilan 2.41 de mouvement sur le volume V :
∂
∂t
[εcρc < u >c] +∇ · [εcρc < uu >c] = −∇[εc < P >c] +∇ · [εc < Σ >c] + εcρcg + Fd→c
Fd→c = − 1V
∫∫
SI
(−PcI + Σc) · nc d2ξ (2.49)
La force Fd→c représente le terme de forçage des bulles sur le volume V. On détaille maintenant les
expressions des termes Fd→c, < u · u >c, et le tenseur < Σ >c.
Terme de forçage de quantité de mouvement







(−PcI + Σc) · nc d2ξ (2.50)
ce qui permet d'expliciter autrement le terme de forçage en :







Modélisation du terme < uu >c
On montre que< uu >c=< u >c< u >c + < u′cu′c >c en utilisant la décomposition A =< A >c
+A′c . On peut considérer que la corrélation des ﬂuctuations de vitesse < u′c · u′c >c dans la prise
de moyenne volumique phasique est la conséquence de plusieurs eﬀets possibles : il y a l'agitation
propre de l'écoulement porteur pour laquelle une modélisation de type LES pourrait être envisagée,
il y a également l'agitation induite par la présence des bulles pour laquelle aucune modélisation de
sous-maille n'a à ce jour été formulée. Dans ce travail nous considérons que l'agitation induite est
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négligeable devant la turbulence de l'écoulement porteur pour lequel toutes les échelles sont résolues.
Dans ces conditions le ﬁltrage du terme non linéaire s'écrit comme il suit :
< uu >c=< u >c< u >c (2.52)




[εcρc < u >c] +∇ · [εcρc < uu >c] = εcρc∂ < u >c
∂t
+ εcρc < u >c ·∇ < u >c (2.53)
Expression du terme < Σ >c
χcΣc = χcµc
[∇uc + (∇uc)T ]
= µc
[∇χcuc + (∇χcuc)T − uc∇χc − (uc∇χc)T ] (2.54)
(2.55)
En appliquant le ﬁltre des moyennes phasiques on obtient 2.56
εc < Σ >c = µc
[∇εc < uc >c +(∇εc < uc >c)T− < uc∇χc >c −(< uc∇χc >c)T ]
= µcεc
[∇ < uc >c +(∇ < uc >c)T ]
+µc
[
< uc >c ∇εc + (< uc >c ∇εc)T− < uc∇χc >c −(< uc∇χc >c)T
]
(2.56)
Sous l'hypothèse de résolution directe de vitesse et des variations de εc on a
< uc∇χc >c=< uc >c ∇εc (2.57)
d'où la formulation ﬁnale 2.58 où pour alléger la notation on a pris < uc >c= Uc.
εc < Σ >c= µcεc
[∇Uc + (∇Uc)T ] (2.58)
Synthèse des équations
Le nouveau système d'équation à résoudre devient 2.59 pour l'équation de continuité
∂εc
∂t
+∇ · (εcUc) = 0 (2.59)




+ εcρcUc · ∇Uc = −∇[εc < P >c] +∇[µcεc
[∇Uc + (∇Uc)T ]]
+εcρcg + Fd→c (2.60)
Le code Jadim permet la résolution des équations de Navier-Stokes incompressible pour un ﬂuide
Newtonien. Dans la suite on s'intéresse donc aux modiﬁcations à apporter au code aﬁn de permettre
la résolution de ces nouvelles équations. Elles sont analogues aux équations bilan des méthodes de
simulation d'écoulements diphasiques utilisant des modèles à un ﬂuide. Dans notre cas le taux de
présence n'est pas résolu via une équation de transport, mais on l'estime à partir des positions des
bulles calculées grâce au suivi Lagrangien.
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2.3.3 Comparaison avec les formulations utilisées dans la littérature
On a donc choisi de déﬁnir le taux de présence de chacune des phases et les moyennes phasiques
en raisonnant par moyennes volumiques, principalement parce qu'une telle approche est consistante
avec la méthode des volumes ﬁnis. On trouve dans la littérature deux autres types d'approches :
les moyennes temporelles et les moyennes d'ensemble sur des réalisations. Dans le cas des moyennes
temporelles, la fraction de vide en un point correspond au temps pendant lequel ce point a été
occupé par une inclusion sur le temps total d'échantillonnage. L'approche par moyenne temporelle
est donc à mettre en relation avec les approches expérimentales où le taux de vide local est estimé
via un signal temporel (renvoyé par des sondes optiques par exemple). Les travaux de Drew (1983)
font notamment mention des similitudes qui existent entre ces trois approches.
De la même façon les études visant à modéliser les eﬀets de taux de vide n'emploient pas toutes
une approche Euler-Lagrange. En eﬀet ici l'estimation du taux de vide et du terme de forçage de
quantité de mouvement se fait par l'intermédiaire du suivi Lagrangien puisque εd est calculé dans
une maille en sommant les contributions des bulles contenues dans cette maille. De même le terme
de forçage est calculé en sommant les forçages individuels Φb des bulles contenues dans la maille.
Une autre approche peut viser à conserver une approche totalement Eulérienne en proposant des
modèles de fermeture ne s'exprimant qu'en fonction des variables macroscopiques (εc,Uc,Pc, ...).
On retrouve cette approche tant pour les écoulements à bulles (Drew (1983), Ueyama (2012)), que
pour les écoulements gaz-particules (Anderson & Jackson (1967)). Ce sont d'ailleurs souvent ces
approches qui ne négligent pas les tenseurs équivalents aux tensions de Reynolds. Ils supposent que
les contraintes de microéchelle, s'exprimant comme la somme d'une contrainte de pression et d'une
contrainte visqueuse, peuvent être étendues à la mésoéchelle et donc aux tensions de Reynolds (Drew
& Wallis (1992)). Les fermetures peuvent être ensuite testées sur des cas particuliers comme des
écoulements potentiels autour de sphères ou des écoulements chargés en particules. Le raisonnement
employé vise généralement à transporter un comportement local vers un comportement global.
On remarque aussi que les termes qui font intervenir la pression auraient pu être formulés autrement.
En notant Pc =< P >c et en rassemblant ces termes qui interviennent via −grad(εcPc) dans le
tenseur des contraintes, et via < −PnextδI >c dans le terme de forçage :
−grad(εcPc)+ < −PnextδI >c = −εcgrad(Pc)− Pcgrad(εc)+ < −PnextδI >c
= −εcgrad(Pc) + Pc < nextδI >c + < −PnextδI >c
(2.61)
En gardant la décomposition P = Pc + p′ il vient
−grad(εcPc)+ < −PnextδI >c= −εcgrad(Pc)+ < −p′nextδI >c (2.62)
Ainsi dans les travaux de Saulnier (2006) la pression apparaît dans les termes de couplage sous
la forme −εcgrad(Pc) dans le tenseur des contraintes et dans le terme de forçage de quantité de
mouvement via + < −p′nextδI >c, et ces deux formulations sont équivalentes.
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2.3.4 Adaptation du code
On présente ici les adaptations qu'il a été nécessaire d'apporter au code aﬁn de résoudre ces
nouvelles équations. Le taux de présence est une grandeur scalaire, possédant le même maillage que
la pression. Il est calculé pour chaque maille en sommant les contributions volumiques de bulles
contenues dans la maille. On note εnc le taux de présence volumique de la phase continue à l'instant
n, et εnd le taux de présence associé à la phase dispersée.
Calcul du champ prédicteur :
L'algorithme de Runge Kutta va donner une estimation de Ucn+1 qui servira de champ prédicteur
Ûc
n+1








+ [Advection+ V isqueux+Gravite´+ Forage]n+1/2 (2.63)
On conserve une expression explicite du taux de présence εnc et du terme de forçage Fd→c
n pour







+ [Advection+ V isqueux+Gravite´+ Forage]n+1/2 (2.64)
Pseudo équation de Poisson :
En faisant la diﬀérence membre à membre entre les deux équations précédentes, on arrive à la
relation :
εncUc





∇[εncPn+1/2c − εncPn−1/2c ] (2.65)
On continue de suivre la même méthode qu'en monophasique, on introduit donc l'incrément de



















En prenant la divergence de cette équation, et en la combinant avec l'équation de continuité il vient :
∂εnc
∂t








En comparant avec le cas monophasique on constate que cela revient à avoir un terme supplémen-
taire dans le second membre de la pseudo équation de Poisson.
Calcul du taux de vide et de sa dérivée temporelle :
La résolution de la pseudo équation de Poisson nécessite de calculer le taux de présence de la phase
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liquide (ou taux de vide) ainsi que sa dérivée temporelle. Le taux de vide est estimé à partir des
positions des bulles en les projettant dans le maillage Eulérien associé à la pression. Un taux de vide
εuic est ensuite associé à chaque composante ui de la vitesse aﬁn de prendre en compte les décallages
entre les maillages. L'estimation de εuic aux noeuds de vitesse est faite par interpolation trilinéaire
de εc. La variation ∂εnc /∂t, peut être estimée à partir de l'équation de conservation de la masse pour
la phase dispersée. En suivant le même raisonnement que pour la phase ﬂuide, en déﬁnissant une
fonction caractéristique χd = 1− χc de la phase dispersée, on peut en déduire un taux de présence
εd = 1− εc ainsi qu'une vitesse moyenne phasique < v >d= Vd de la phase dispersée. Il s'agit donc
d'une grandeur Eulérienne qui est calculée sur la même grille de simulation que les données associées
à la phase continue. Les bulles étant considérées quasiponctuelles, χd est une somme de fonctions








On en déduit de même Vd connaissant la vitesse vd de chaque bulle déterminée par résolution de











(x, t) +∇ · [(1− εc)Vd] = 0 (2.71)
La pseudo équation de Poisson devient alors








On a remarqué que cette façon d'estimer les variations temporelles du taux de présence permet
d'avoir un calcul plus stable que celle proposant une approximation de type ∂εnc /∂t = (ε
n−εn−1)/∆t
qui a tendance à être discontinue dans le temps (constante si aucune bulle ne sort de la maille, puis
présentant des sauts à chaque entrée/sortie de la maille considérée). L'approche associée à l'équation
2.72 étant plus stable, c'est elle que l'on a conservée dans notre étude. Puis on continue de procéder
comme en monophasique : la résolution de l'équation de Poisson permet de calculer Φc, de corriger
Ûc
n+1
en Ucn+1 puis d'avancer la pression dans le temps. Le schéma 2.9 propose une synthèse de
cet algorithme.
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Figure 2.9  Schéma récaptitulatif de l'algorithme de résolution utilisé dans Jadim dans le cas de la
dispersion active des bulles avec prise en compte du taux de vide dans les équations bilan.
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2.4 Cas tests
On cherche ici à valider les adaptations qui ont été apportées au code Jadim en simulant des
conﬁgurations de référence où chaque terme modiﬁé dans les bilans est testé indépendamment. On
va s'attacher dans un premier temps à valider le terme de forçage présent dans le bilan de quantité de
mouvement (donc sans prise en compte du taux de vide εd), puis on validera le terme de forçage dans
le bilan de masse et la prise en compte du taux de vide dans la prise de moyenne phasique dans les
deux équations bilan. Les conﬁgurations ont été choisies aﬁn de disposer d'une solution analytique
qui permet d'estimer la validité des nouveaux développements. Les modiﬁcations ont été apportées
terme à terme (forçage de quantité de mouvement, nouvelle équation de continuité, modiﬁcation du
terme d'advection, ...) dans le but de valider leur implémentation de façon distincte. Le tableau 2.9
résume les termes qui ont été modiﬁés en fonction des cas choisis.
Terme modiﬁé cas 1 cas 2 cas 3 cas 4 cas 5 cas 6 cas 7
∂
∂xk





(εc < uk >c (x, t)) non non oui non non oui oui
∂
∂t [εcρc < u >c] non oui oui oui oui oui oui
∇ · [εcρc < u · u >c] non non non non oui oui oui
∇[εc < P >c] non non non oui oui oui oui
∇[εc < Σ >c] non non non non non oui oui
Fd→c oui (Φi) non non non non non oui
Table 2.2  Liste des termes des équations bilans qui ont été modiﬁés dans le code en fonction des cas-tests
présentés dans cette partie
2.4.1 Cas 1 : Perte de charge dans un essaim de bulles
L'objectif de ce test est de ne considérer que le terme de forçage Fd→c dans le bilan de quantité
de mouvement. Par rapport aux équations de Navier-Stokes initiales on ne considère que le terme de
retour induit par la phase dispersée (les caractéristiques du cas test sont présentées dans le tableau
2.2). Les eﬀets d'exclusion de volume n'étant pas pris en compte, l'équation de continuité reste
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Le bilan de quantité de mouvement ne prend en compte que le terme de forçage sans que εc inter-



































On considère un canal rempli de bulles ﬁxes. La gravité est négligée et seule la force de traînée
des bulles est considérée dans le terme de retour sur le ﬂuide. On impose une vitesse en entrée,
une condition de sortie à l'arrière de l'essaim et des conditions de symétrie sur les autres côtés du
canal. On a au total Nb bulles réparties aléatoirement dans un domaine situé au milieu du canal
(Lx/4 ≤ xb ≤ 3Lx/4) aﬁn d'avoir une répartition homogène de bulles situées à une distance Lx/4
de la sortie (comme illustré sur la ﬁgure 2.10). On prend une densité ρf = 1kg.m−3. On utilise une
discrétistation (Nx = 50, Ny = 60, Nz = 60). On utilisera des maillages raﬃnés dans la direction
y dans le cadre de notre étude ; on a donc utilisé un maillage raﬃné dans la direction y (près des
frontières du domaine) dans nos tests. On initialise l'écoulement avec un champ de vitesse u = uxex,
avec ux = 0.1m.s−1. La résolution est instationnaire avec un pas de temps suivant les conditions
CFL standards. La pression est résolue par une méthode itérative avec un critère de convergence
à 10−8. En déﬁnissant le nombre de Reynolds par Re = UinρfLy/µ on se place à des conditions













On considère trois cas diﬀérents associés à trois nombre diﬀérents de bulles (Nb = 4.104, 4.105,
et 4.106), et ainsi à trois taux de vide moyens diﬀérents (α = 5, 1.10−4 − 5, 1.10−3 − 5, 1.10−2)
indépendants de l'espace et du temps.
L'intégration sur l'ensemble du canal du bilan de quantité de mouvement donne la variation de
la pression entre l'entrée et la sortie (eq 2.77).
(Pext − Pin)S =
Nb∑
b=1
[−Fdb,x] = Ψtot (2.77)
où S est la section d'entrée et de sortie du domaine, Pext et Pin les pressions moyennées respective-
ment en sortie et entrée du canal.
Les bulles subissent quasiment toute la même traînée ce qui devrait mener à un gradient de pression
proportionnel au nombre de bulles dans la mesure où l'essaim est monodisperse. C'est eﬀectivement
ce qu'on observe : la pression varie linéairement dans le réseau de bulle, avec une zone de dépression
située à l'arrière de l'essaim comme l'illustre la ﬁgure 2.11 et les proﬁls de la ﬁgure 2.12. On retrouve
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Figure 2.10  Conﬁguration d'étude pour la perte de charge à travers un essaim de bulles ﬁxes (ici avec
40000 bulles de rayon Rb = 4.10−3m. Les dimensions du canal sont Lx = 10m, Ly = 2m,
Lz = 2.35m
ainsi que l'évolution longitudinale de Pεd/α est indépendante du nombre de bulles comme dans les
travaux numériques de Riboux (2007).
Le tableau 2.3 présente les écarts relatifs observés entre le gradient de pression obtenu par simula-
Figure 2.11  Isocontours de pression dans des plans y = cte et z = cte pour le cas Nb = 4.104
tions et le résultat attendu en sommant les contributions de traînée (Normalisé par ρfSU2in/2). On
constate que l'erreur est inférieure à 10−5, on en déduit que l'adaptation apportée au code restitue
46
Chapitre 2 : Méthode de résolution numérique
bien l'inﬂuence du forçage dans le bilan de quantité de mouvement.
εb ∆P/0.5ρf (Uin)
2 (S∆P −Ψtot)/Ψtot
5, 1.10−4 −0, 195 5, 44.10−6
5, 1.10−3 −1, 95 7, 33.10−6
5, 1.10−2 −19, 5 6, 28.10−6
Table 2.3  Ecarts relatifs observés entre le gradient de pression obtenu par simulation et sa valeur théo-
rique
(1)

















α = 5.1e− 4
α = 5.1e− 3
α = 5.1e− 2
(2)


















α = 5.1e− 4
α = 5.1e− 3
α = 5.1e− 2
Figure 2.12  Évolution de la pression moyennées dans des section x = cte pour diﬀérents taux de vide
(1), et normé par le taux de vide (2)
2.4.2 Validation des eﬀets d'exclusion de volume dans les équations bilan
La conﬁguration géométrique est la même que celle du cas précédent mais sans l'essaim de bulle,
comme illustré sur la ﬁgure 2.13. On ne considère plus ici le terme de forçage dans le bilan de
quantité de mouvement, on cherche à induire un gradient de vitesse issu des variations spatiales et
temporelles de εc. Le suivi Lagrangien des particules a été désactivé. Le taux de présence est alors
une grandeur que l'on impose via son évolution temporelle et spatiale. La discrétisation spatiale est
conservée, de même le calcul du pas de temps n'a pas été modiﬁé, et l'écoulement est initialisé par
une vitesse nulle. La convergence en temps est estimée en comparant l'évolution longitudinale de la
vitesse et de la pression avec des solutions analytiques exactes. On conserve pour tous ces cas une
densité ρf = 1kg.m−3.
Cas 2 : Équation de continuité sans terme instationnaire
On choisit une conﬁguration où la distribution spatiale du taux de vide est imposée, et sans
variation temporelle de εc. La conservation de la masse donnée par 2.59 s'écrit dans ces conditions :
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Figure 2.13  Conﬁguration d'étude pour le test des variation de ε en espace. Les dimensions du canal




On impose une évolution longitudinale du taux de présence de la phase continue de la forme
εc(x) = εin/(1 + αx). On ne fait intervenir εc dans le bilan de quantité de mouvement que dans le
terme d'avancement en temps (donc ni dans les termes de pression et visqueux, ni dans le terme























Les solutions théoriques en négligeant les eﬀets visqueux (Re ≈ 1049 dans ce test) correspondent à
une évolution
U(x) = Uin(1 + αx) (2.80)




Les ﬁgures 2.15 et 2.16 permettent de comparer les proﬁls d'évolution longitudinale de la vitesse et
de la pression avec les solutions théoriques. On en déduit que les erreurs sont suﬃsamment faibles
pour conclure que l'implémentation est correcte.
Cas 3 : Équation de continuité avec terme instationnaire
On impose un taux de vide qui ne dépend que du temps suivant une évolution
εc(t) = εin(1− t/To) (2.82)
On implémente dans l'équation bilan de masse le terme instationnaire associé à la contribution du
volume des bulles. Ici aussi le taux de présence est imposé et uniforme spatialement. Les équations
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Les solutions théoriques en négligeant les eﬀets visqueux correspondent à une évolution (Re ≈
1049 dans ce test)
U(x) = Uin +
x
t− To (2.85)
P (x) = −ρf 1
2
[







Les résultats obtenus avec le code pour l'évolution longitudinale de la pression de la phase continue
montrent très un bon accord avec ces solutions analytiques (cf ﬁgure 2.15, 2.16).
Cas 4 : Modiﬁcation du gradient de pression
Ce cas est à relier au cas 2 : on considère comme dans le cas 2 une variation longitudinale du
taux de vide, mais sans terme instationnaire. On conserve la même variation imposée pour le taux
de présence εc(x) = εin/(1 + αx). On ajoute dans le bilan de quantité de mouvement les eﬀets du


























Les solutions théoriques en négligeant les eﬀets visqueux sont (Re ≈ 1049 dans ce test) :
U(x) = Uin(1 + αx) (2.89)






(1 + αx)2 − (1 + αLx)2
]
(1 + αx) (2.90)
Les résultats obtenus avec le code pour l'évolution longitudinale de la pression de la phase continue
montrent à nouveau un très bon accord avec ces solutions analytiques (cf ﬁgure 2.15, 2.16).
Cas 5 : Modiﬁcation du terme d'advection
On se place sous les mêmes conditions que le cas 4 (εc(x) = εin/(1+αx)), mais on ajoute dans le
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Les solutions théoriques en négligeant les eﬀets visqueux sont (Re ≈ 1049 dans ce test) :
U(x) = Uin(1 + αx) (2.93)
P (x) = −ρfαU2in(x− Lx)(1 + αx) (2.94)
Les résultats obtenus avec le code pour l'évolution longitudinale de la pression de la phase continue
montrent un très bon accord avec ces solutions analytiques (cf ﬁgure 2.15, 2.16).
Cas 6 : Modiﬁcation du tenseur des contraintes visqueuses
On se place dans les mêmes conditions que dans le cas 5 (εc(x) = εin/(1 + αx)), et on rajoute
dans le bilan de quantité de mouvement la prise en compte du taux de vide dans le tenseur des































Les solutions théoriques sont :
U(x) = Uin(1 + αx) (2.97)




On s'est placé sous les conditions Re = UinLz/ν = 0.1175. Les résultats obtenus avec le code
pour l'évolution longitudinale de la pression de la phase continue montrent un bon accord avec ces
solutions analytiques (cf ﬁgure 2.15, 2.16).
Récapitulatif des comparaisons entre simulations et solutions analytiques
Nous avons ainsi validé terme à terme les modiﬁcations des diﬀérents termes des équations bi-
lan, et validé individuellement l'inﬂuence de chaque terme étape par étape en utilisant diﬀérentes
évolutions du taux de présence (ﬁg 2.14). Nous avons référencé dans le tableau 2.4 les erreurs maxi-
males observées pour chaque cas (erreur relative pour U et P et erreur totale pour V et W dont les
solutions analytiques imposent qu'elles soient nulles pour tous les cas). Nous avons observé un très
bon accord entre les simulations et les solutions analytiques pour la vitesse et la pression moyenne
du liquide. Nous supposons que les erreurs résiduelles observées proviennent de l'interpolation de εc
au centre des mailles des volumes de vitesse, et proviendraient d'un manque de ﬁnesse de la part du
maillage. Un test de convergence faisant varier ∆x permettrait de tester cette inﬂuence.
C'est pourquoi ont peut conclure que les eﬀets dû à la présence de la phase dispersée sont correc-
tement pris en compte par les modiﬁcations des bilans de masse et de quantité de mouvement. Ces
tests montrent également et surtout que ces bilans ont été correctement discrétisés et implémentés
dans le code Jadim.
Le cas suivant a pour but de tester tous ces termes (en activant le suivi Lagrangien) sur un cas
simple correspondant à celui d'une bulle en ascension dans un ﬂuide au repos.
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2 4.010−4 4.8010−4 10−11 10−11
3 3.80−4 3.3010−3 10−14 10−14
4 4.510−4 5.710−4 10−11 10−12
5 1.010−4 4.010−4 10−11 10−11
6 4.010−4 3.110−4 10−13 10−13
Table 2.4  Récapitulatif des erreurs maximales observées pour les diﬀérents cas (erreur relative pour U























Figure 2.14  Proﬁl axial de taux de présence εc simulés et théoriques le long d'une ligne (y = cte, z = cte),
le cas 3 est associé à l'instant t = 0.05Uin/Ly
Cas 7 : Ascension d'une bulle dans un ﬂuide au repos
Le test suivant a pour but d'utiliser le code modiﬁé sur un cas simple et faisant appel à tous les
termes des équations bilan, mais aussi au suivi Lagrangien (le taux de présence est ainsi déduit du
comportement de la phase dispersée, de même que ses variations spatiales et temporelles). On utilise
un domaine ayant les mêmes proportions que le canal utilisé précédemment, mais avec un ﬂuide au
repos et des conditions limites périodiques dans la direction x. Le rayon de la bulle est pris tel que
Rb = Ly/1000, ρb/ρf = 0.001. Les discrétisations spatiales sont telles que ∆x ≈ 90Rb, ∆y ≈ 15Rb,
∆z ≈ 15Rb. On a considéré un nombre de Reynolds de bulle très faible (Reb ≈ 1.010−5). On observe
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U theox cas 2
U simux cas 2
U theox cas 3
U simux cas 3
U theox cas 4
U simux cas 4
U theox cas 5
U simux cas 5
U theox cas 6
U simux cas 6
Figure 2.15  Proﬁl axial des vitesses simulées et théoriques le long d'une ligne (y = cte, z = cte), le cas
3 est associé à l'instant t = 0.05Uin/Ly
ainsi que la bulle monte dans le système et que sa vitesse limite converge bien vers la vitesse limite
d'ascention théorique suivant une loi CD = 16/Reb (cf ﬁgure 2.17) avec une erreur relative de 6.10−4.
L'ascension de la bulle met en mouvement le ﬂuide environnant (ﬁg. 2.18).
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P theo cas 2
P simu cas 2
P theo cas 3
P simu cas 3
P theo cas 4
P simu cas 4
P theo cas 5
P simu cas 5
P theo cas 6
P simu cas 6
Figure 2.16  Proﬁls axiaux des pressions simulées et théoriques le long d'une ligne (y = cte, z = cte), le
cas 3 est associé à l'instant t = 0.05Uin/Ly




















Figure 2.17  Evolution dans le temps de la vitesse axiale de la bulle, et comparaison avec la vitesse
d'ascension théorique.
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(1)

































































Figure 2.18  Isocontours de vitesse et de pression pris à z = cte = Lx/2, (1) vitesse selon x, (2) selon y,
(3) selon z, (4) isocontour de pression
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Conclusion générale sur le chapitre
On a ainsi exposé dans ce chapitre les méthodes de résolution utilisées dans le cadre de notre
étude : la phase continue est simulée par une approche DNS, la phase dispersée grâce à un suivi
Lagrangien. Les trajectoires des bulles sont calculées en intégrant dans le temps le bilan des forces
s'exerçant sur chaque inclusion. Une hypothèse importante pour notre étude est que les bulles sont
supposées être plus petites que toutes les échelles de l'écoulement, ce qui va se traduire numéri-
quement par une taille de bulle inférieure à la taille des mailles. Les bulles sont ainsi transportées
comme des points qui agiront sur le ﬂuide via des termes de forçage de quantité de mouvement, et
leur taux de vide. Dans la mesure où le nombre de bulles simulées est conséquent (allant jusqu'au
million), le solveur Lagrangien a été parallélisé. D'autres modiﬁcations ont été apportées au code
aﬁn de prendre en compte l'action des bulles sur le ﬂuide : le système d'équations a tout d'abord
été développé pour permettre la prise en compte de ce retour sur le mouvement du ﬂuide avec deux
contributions essentielles : le forçage de quantité de mouvement et les eﬀets d'exclusion de volume. Il
est important de noter que la formulation de ces équations s'inscrit dans la continuité d'une approche
de simulation des grandes échelles (SGE ou DNS) de la phase porteuse. Enﬁn des tests originaux ont
été conduits aﬁn de valider individuellement la prise en compte des diﬀérents termes dans le solveur
Jadim.
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Chapitre 3 : Étude de l'écoulement de Taylor-Couette monophasique
Introduction
Ce chapitre a pour but de présenter l'écoulement de Taylor-Couette en conﬁguration monopha-
sique, en proposant dans un premier temps une étude bibliographique puis en exposant les résultats
obtenus à partir des simulations eﬀectuées avec le code Jadim. On s'attachera tout d'abord à pré-
senter les validations qui ont été faites sur ces simulations, puis on présentera les caractéristiques de
l'écoulement obtenues à partir des simulations. On discutera enﬁn de la structure de l'écoulement
et en particulier du frottement à la paroi.
3.1 Généralités sur l'écoulement de Taylor Couette
3.1.1 Diﬀérents régimes de l'écoulement de Taylor Couette
Ω1 𝑅1 𝑅2 
𝐿𝑎𝑥  
Figure 3.1  Schéma d'une conﬁguration de type Taylor Couette, ici le cylindre intérieur est en rotation
et le cylindre extérieur est ﬁxe
L'écoulement de Taylor Couette est l'écoulement de ﬂuide contenu entre deux cylindres coaxiaux
de rayon R1 pour le cylindre intérieur et R2 pour le cylindre extérieur, lorsque ces cylindres sont
mis en rotation (ﬁg 3.1) aux vitesses angulaires respectives Ω1 et Ω2. Les paramètres géométriques
utilisés généralement pour caractériser les dispositifs étudiés sont le rapport entre les rayons :
η = R1/R2 (3.1)
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η permet alors de quantiﬁer l'importance de la courbure de la géométrie, tandis que Γ quantiﬁe la
hauteur relative du dispositif et caractérise l'inﬂuence des eﬀets de bord.
L'écoulement de Taylor-Couette présente la particularité de voir diﬀérents régimes se développer.
Si l'on considère dans un premier temps le cas des très faibles vitesses de rotation, on observe que
l'écoulement reste invariant dans la direction axiale x et dans la direction azimutale θ, et qu'il est
stationnaire. L'écoulement de Couette cylindrique répondant à ces hypothèses peut être calculé ana-
lytiquement (eq. 3.3) en résolvant les équations de Navier Stokes.












L'écoulement de Taylor Couette est un exemple de cas où l'instabilité est retardée par la diﬀusion
visqueuse. En eﬀet si l'on cherche à étudier la stabilité de cet écoulement vis à vis de perturbations
axisymétriques (Davey (1962)), le critère de Rayleigh indique que cet écoulement sera instable vis
à vis de ces perturbations si on a Ω2R22 < Ω1R
2
1. Ce critère imposerait donc que la mise en rotation
du cylindre intérieur dans le cas où le cylindre extérieur est ﬁxe donnerait lieu systématiquement
à l'appartition d'une instabilité. Or on observe que l'écoulement peut rester stable pour des faibles
valeurs de Ω1, ce retard à l'apparition de l'instabilité primaire est justement dû à la diﬀusion vis-
queuse. On déﬁnit ici le nombre de Reynolds associé aux deux cylindres (i = 1 pour le cylindre
intérieur, i = 2 pour le cylindre extérieur) en utilisant l'entrefer comme longueur caractéristique et





Dans le cadre de notre étude on se limite au cas où le cylindre extérieur est ﬁxe (Re2 = 0). Pour
celui ci les régimes se succèdent lorsque la vitesse du cylindre intérieur augmente progressivement.
La ﬁgure 3.2 rassemble des visualisations tirés des travaux de Mehel (2006) pour une conﬁguration
η = 0.9091 et permet d'illustrer la forme de l'écoulement sous ces diﬀérents régimes : on voit appa-
raître une première instabilité correspondant au régime des tourbillons de Taylor ou Taylor Vortex
Flow (TVF) caractérisé par la présence de tourbillons toroïdaux axisymmétriques contrarotatifs. Ces
structures sont stationnaires et ne présentent qu'une longueur d'onde dans la direction axiale. Dut-
cher & Muller (2007) ont proposé une estimation du nombre de Reynolds critique Rec1 d'apparition
de cette première instabilité en fonction du rapport η (ﬁg. 3.3).
Une deuxième instabilité apparaît ensuite lorsque le nombre de Reynolds dépasse une valeur
critique Rec2. Il s'agit du régime d'ondes ou Wavy Vortex Flow (WVF). Les tourbillons ne sont
alors plus axisymmétriques et deviennent instationnaires. Ils sont caractérisés par une seule fréquence
temporelle. Dans l'espace ils sont caractérisés par deux longueurs d'ondes : une dans la direction
axiale, et une autre dans la direction azimutale.
Lorsque le nombre de Reynolds dépasse une troisième valeur critique Rec3 on passe alors au régime
d'ondes modulées ou Modulated Wavy Vortex Flow (MWVF). Il se distingue du précédent par le
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(1) (2) (3)
(4) (5)
Figure 3.2  Visualiations de l'écoulement de Taylor Couette tiré de la thèse d'Amine Mehel (2006) en
conﬁguration monophasique pour η = 0.9091, Rec1 = 137, avec le cylindre extérieur ﬁxe,
pour diﬀérents régimes : (1) TVF première instabilité (Re/Rec1 = 1.01) - (2) WVF deuxième
instabilité (Re/Rec1 = 3.23) - (3) MWVF régime d'onde de troisième instabilité (Re/Rec1 =
9.6) - (4) Régime de turbulence naissante (Re/Rec1 = 22.3) - (5) TTVF Régime turbulent
(Re/Rec1 = 106)












Dutcher & Muller (2007)
Figure 3.3  Évolution du nombre de Reynolds d'apparition des cellules de Taylor Rec1 en fonction du
rapport entre les rayons η (proposée par Dutcher & Muller (2007))
fait que l'écoulement est caractérisé par deux fréquences temporelles. Au delà, l'augmentation du
nombre de Reynolds s'accompagne alors d'un étalement du spectre d'énergie cinétique autour des
fréquences caractéristiques, c'est le régime d'onde chaotique ou Chaotic Wavy Vortex Flow (CWVF)
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jusqu'à atteindre le régime de turbulence naissante pour lequel on a disparition de l'onde azimutale.
Les tourbillons toroïdaux persistent jusqu'à des nombres de Reynolds assez élevés, pour lesquels on
a un spectre d'énergie cinétique continu (régime de TTVF : Turbulent Taylor Vortex Flow).
D'après le critère de Rayleigh, le fait de mettre le cylindre extérieur en rotation pourrait per-
mettre de stabiliser l'écoulement, mais cela permet également d'explorer d'autres régimes. Une carte
(ﬁg. 3.4) synthétisant les diﬀérents régimes d'écoulement accessibles en fonction des nombres de
Reynolds des deux cylindres avait été élaborée par Andereck et al. (1986). On remarque enﬁn que le
nombre de Taylor est souvent utilisé dans la littérature à la place du nombre de Reynolds, plusieurs
déﬁnitions en sont proposées. Dans le cadre de notre étude, pour un cylindre extérieur immobile,














Le nombre de Taylor apparaît lorsqu'on écrit les équations de stabilité linéaire adimensionnelles à
la transition de la première instabilité. Il prend en compte à la fois les eﬀets visqueux et les eﬀets
de courbure.
Figure 3.4  Carte représentant les diﬀérents régimes observables en conﬁguration de Taylor Couette, en
fonction des nombres de Reynolds associés aux cylindres interieur Re1 et extérieur Re2(issue
des travaux de Andereck et al. (1986)
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3.1.2 Un écoulement diﬃcile à paramétrer
On constate dans la littérature que la structure de l'écoulement n'est pas unique pour un jeu de
paramètres (η, Γ, Re). En eﬀet, les diﬀérents états d'écoulement sont caractérisés par des nombres
d'ondes caractéristiques des structures dans la direction axiale et azimutale. Or ces nombres d'ondes
ne sont pas nécessairement uniques pour une géométrie donnée et un nombre de Reynolds donné.
Si l'on considère par exemple la longueur d'onde axiale λ caractéristique des rouleaux de Taylor,
une des premières diﬃcultés vient de la façon de déﬁnir λ. La théorie prédit que la longueur d'onde
critique du régime TVF est proche de deux fois la largeur de l'entrefer, mais Burkhalter & Kosch-
mieder (1973) ont remarqué que les cellules situées en haut et en bas du dispositif peuvent avoir une
taille diﬀérente des autres et qu'il pouvait être pertinent de déﬁnir plusieurs longueurs d'ondes axiale
selon qu'on cherche où non à prendre en compte cette diﬀérence de taille. La première déﬁnition
qu'ils proposent correspond à la moyenne sur tous les rouleaux formés : λ1 = 2Lax/N (où N est
le nombre de rouleaux observés), tandis que la deuxième exclut les rouleaux situés en haut et en
bas du dipositif aﬁn d'isoler les eﬀets de bords : λeff = (2Lax − E)/N ′, où E est la somme des
longueurs occupées par les rouleaux situés aux bords et N ′ le nombre de rouleaux formés en dehors
de ceux des bords. Ils ont aussi associé une longueur d'onde λE aux cellules situées aux frontières.
Expérimentalement on trouve généralement dans la littératures trois types de conditions aux limites
pour les frontières en haut et en bas du dispositif. Les frontières peuvent être des parois ﬁxes si elles
sont solidaires du cylindre extérieur, elles peuvent être des parois mobiles si elles sont solidaires du
cylindre intérieur et elle seront en rotation. Enﬁn pour la frontière haute, il est possible d'avoir une
condition de surface libre en n'immergeant pas la totalité du dispositif. Burkhalter & Koschmieder
(1973) avaient alors observé que λE augmentait linéairement avec le nombre de Taylor pour ces deux
derniers types de conditions aux limites.
Quelle que soit la déﬁnition utilisée pour cette longueur d'onde axiale, il a été constaté que plusieurs
valeurs de λ/(R2 − R1) sont accessibles avec un même dispositif. Certains paramètres comme la
rampe d'accéleration dRe/dt utilisée pour mettre le ﬂuide en mouvement (Burkhalter & Koschmie-
der (1973) et Burkhalter & Koschmieder (1974)), ou encore l'histoire de la mise en rotation (vitesse
croissante ou décroissante Coles (1965)) employée pour atteindre le nombre de Reynolds souhaité
peuvent inﬂuencer l'état de l'écoulement.
Les travaux de Burkhalter & Koschmieder (1973) et Burkhalter & Koschmieder (1974) ont en ef-
fet mis en évidence la sensibilité de la longueur d'onde à la rampe d'accélération dRe/dt employée
pour accéder au nombre de Reynolds voulu. Ainsi de grandes valeurs de λ peuvent être obtenues en
utilisant une accélération constante. Koschmieder (1979) avait obtenu ainsi une augmentation de la
longueur d'onde jusqu'à atteindre 3.4 fois l'entrefer à la transition vers la turbulence, puis λ n'aug-
mentait plus. Dans le cas des accélérations brusques il avait observé que la longueur d'onde obtenue
est plus faible que dans le cas des accélérations constantes. Dans le cas des régimes turbulents λ
était alors de l'ordre de 2.4 fois l'entrefer. Pour des régimes de nombres de Reynolds plus faibles,
Coles (1965) avait observé une variation de la longueur d'onde selon qu'il suivait une transition à
Re croissant ou décroissant.
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Numériquement ces eﬀets ont aussi pu être observés. Dong (2007) ainsi que Bilson & Bremhorst
(2007) ont utilisé des conditions limites périodiques dans la direction axiale, et des domaines de
simulation leur permettant de simuler plusieurs longueurs d'ondes. Le choix des conditions pério-
diques permettant ainsi de modéliser un milieu inﬁni dans la direction axiale, et de s'aﬀranchir du
problème de modiﬁcation de la longueur d'onde près des parois du domaine. Ils avaient alors observé
que plusieurs valeurs de λ pouvaient être réalisées avec le même jeu de conditions aux limites.
L'écoulement ne réagira pas de la même façon selon les géométries : pour un grand entrefer on va
avoir une faible dépendance de la longueur d'onde observée et elle sera relativement proche de la
longueur d'onde critique (donc les conﬁgurations à grand entrefer pourront être considérées comme
relativement robustes sur ce point). Pour un entrefer plus faible (η plus grand), on va observer une
multiplicité des longueurs d'ondes observables sous l'eﬀet de diﬀérents paramètres (protocole opéra-
toire, nombre de Reynolds).
Nous avons rassemblé sur la ﬁgure 3.5 les longueurs d'onde observées dans diﬀérentes études de
la littérature. Elle permet de mettre en évidence la non-unicité de cette longueur d'onde pour un
couple de paramètre (η, Re), et de constater que ce sont les faibles entrefers qui semblent être les
plus sensibles. On observe enﬁn une tendance globale à l'augmentation de cette longueur d'onde
avec le nombre de Reynolds.
3.1.3 Turbulence en écoulement de Taylor Couette
Gollub & Swinney (1975) ont étudié la transition vers la turbulence de l'écoulement de Tay-
lor Couette en se concentrant plus particulièrement sur ses caractéristiques spectrales, notamment
pour vériﬁer si cette transition s'accompagne d'un enrichissement spectral progressif comme dans le
modèle proposé par Landau. Ils ont ainsi observé que l'augmentation du nombre de Reynolds s'ac-
compagne de trois transitions distinctes associées chacune à l'apparition d'une nouvelle fréquence
dans le spectre de vitesse. Puis pour une valeur critique du nombre de Reynolds, le spectre n'indique
plus de pic en fréquence, ce qui contredit le modèle de Landau mais est en accord avec la disparition
de l'onde azimutale observée par Mehel (2006).
D'autres études se sont intéressées à la nature de la turbulence au-delà de cette transition par la
caractérisation du frottement à la paroi en fonction de Re et η. Wendt (1933) a mesuré le couple
de frottement global intérieur T1 et caractérisé le couple adimensionnel G. On les déﬁnit à partir du
tenseur des contraintes σθr moyenné sur le cylindre intérieur :







Ces travaux ont permis d'établir une relation entre ce couple adimensionnel moyenné dans le temps




1.5 pour 4.102 ≤ Re ≤ 104 (3.8)
63
Chapitre 3 : Étude de l'écoulement de Taylor-Couette monophasique























Racina (2008) η = 0.663
Racina (2008) η = 0.758
Dong (2007) η = 0.5
Bilson & Bremhorst (2007) η = 0.617
Mehel (2006) η = 0.9091
Bouabdallah (1980) η = 0.9091
Burkhalter & Koschmieder (1974) η = 0.727
Burkhalter & Koschmieder (1974) η = 0.896
Burkhalter & Koschmieder (1974) η = 0.896
Burkhalter & Koschmieder (1979) η = 0.727
Murai (2008) η = 0.833
Barcilon & Brindley (1984) η = 0.712
Barcilon & Brindley (1984) η = 0.832
Barcilon & Brindley (1984) η = 0.948
Coles (1965) η = 0.8503
Coles (1965) η = 0.8503
DNS η = 0.5 et 0.7246
DNS η = 9091
Figure 3.5  Evolution de la longueur d'onde axiale en fonction du nombre de Reynolds (compilation de
résultats issus de la littérature). La coloration permet de distinguer trois types d'entrefers :
rouge pour 0.5 ≤ η < 0.75, vert pour 0.75 ≤ η < 0.85 et bleu pour 0.85 ≤ η. Les lignes noires
permettent de situer les valeurs de λ qui seront utilisées dans le cadre de notre étude pour




1.7 pour 104 ≤ Re ≤ 105 (3.9)
Plus récemment Lathrop et al. (1992) ont observé une évolution similaire du couple. Ils ont montré
néanmoins l'inﬂuence de l'état d'écoulement (nombre de rouleaux) sur le couple global (à Re et
η ﬁxés). Ils se sont intéressés à des grandeurs plus locales comme la mesure locale du frottement
à la paroi du cylindre extérieur. De façon analogue au cas de l'écoulement turbulent en canal ils
ont introduit une vitesse de frottement u∗ et une échelle de longueur visqueuse associée δ∗ que l'on














Ils ont ainsi pu caractériser l'évolution temporelle et la fonction densité de probabilité du frottement
pariétal local instantané. Smith & Townsend (1982) ont mesuré le proﬁl de vitesse azimutale en
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(1) (2)
Figure 3.6  Mise en évidence de la présence de streaks en forme de chevron à la paroi : (1) Visualisation
tirée des travaux expérimentaux de Barcilon et al. (1979) pour un entrefer à η = 0.908 et
un nombre de Reynolds Re = 12000, (2) Visualisation tirée des travaux numériques de Dong
(2008) pour η = 0.5 avec des contours de vitesse azimutale le long d'une ligne parallèle à
l'axe x, ﬁxée près de la paroi du cylindre intérieur. Haut : Re1 = 5000, Re2 = 0, Bas :
Re1 = −Re2 = 2500. La forme particulière de ces streaks serait due à la courbure des
cylindres et leur développement analogue à celui de tourbillons de Görtler
proche paroi et ont observé une loi linéaire en fonction de la distance du type u+(y+) = y+ pour
y+ < 5 analogue au cas du canal plan, attestant l'existance d'une sous couche visqueuse. Cela a
également été observé dans les travaux numériques de Bilson & Bremhorst (2007), ou encore Pirrò
& Quadrio (2008). Au delà de y+ = 30, Smith & Townsend (1982) ont également mis en évidence
l'existence d'une zone logarithmique U+θ = Alog(y
+) +B comme observé en canal plan turbulent.
Malgré ces analogies avec les écoulements turbulents sur plaque plane, la conﬁguration de Taylor
Couette présente des particularités, notamment la forme des streaks à la paroi. On peut les mettre
en évidence par une cartographie instantanée de la distribution du frottement à la paroi ou de la
distribution de la vitesse azimutale en proche paroi. Barcilon et al. (1979) ont en eﬀet observé le
développement de structures en forme de chevrons près de la paroi du cylindre extérieur (ﬁg 3.6). Ils
identiﬁent ces structures à des tourbillons de Görtler, leur développement a aussi été observé dans
les travaux de Wei et al. (1992) en proche paroi du cylindre intérieur. Plus récemment les travaux
numériques de Dong (2008) ont permis d'étudier plus en détail les caractéristiques spatiales de ces
streaks.
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3.2 Paramètres des simulations
3.2.1 Paramètres géométriques et nombres de Reynolds
La géométrie du dispositif est caractérisée par le rapport entre les rayons η = R1/R2 et le rapport
d'aspect Γ = Lax/(R2 −R1). Dans le cadre de notre étude nous avons choisi de considérer plusieurs
types d'entrefer via trois valeurs de η. Premièrement, le cas η = 0.5 car il permet de comparer nos
résultats monophasiques avec les travaux de Dong (2007). Deuxièmement, le choix s'est porté sur
une géométrie présentant un petit entrefer correspondant à η = 0.9190, ce qui correspond aussi à un
entrefer utilisé dans les travaux de Mehel (2006) (pour nous permettre de comparer nos résultats en
conﬁguration monophasique et diphasique). Enﬁn pour le dernier entrefer, on a retenu une géométrie
intermédiaire avec un rapport η = 0.7246 (analogue à celui des travaux de Lathrop et al. (1992)).
Concernant l'allongement du système dans la direction axiale, plusieurs valeurs de Γ ont été testées
aﬁn de simuler une, deux ou trois paires de rouleaux. Comme nous le verrons par la suite la conver-
gence en maillage nous a amené à éliminer les valeurs de Γ les plus grandes car cela nécessitait un
nombre de mailles trop important pour notre étude. Le tableau 3.1 rappelle les valeurs des nombres
de Reynolds critiques d'apparition des cellules de Taylor donné par la formule de Dutcher & Muller





Table 3.1  Nombres de Reynolds et de Taylor critiques d'appartition des premières instabilités pour les
trois entrefers utilisés dans le cadre de notre étude (calculés à partir des travaux de Dutcher
& Muller (2007)).
nombres de Reynolds. Le but n'était pas d'étudier la transition entre les diﬀérents régimes (TVF,
WVF, . . . ) mais de se concentrer sur les cas turbulents et de turbulence naissante. Les nombres
de Reynolds considérés sont ainsi compris entre 1000 et 20000, avec une attention plus particulière
portées aux Re de l'ordre de 5000. Ces valeurs restent encore bien inférieures aux nombres de Rey-
nolds atteints expérimentalement dans la littérature (Lathrop et al. (1992), Van Gils et al. (2011)),
mais les contraintes numériques ne permettaient pas d'envisager ces valeurs de Re dans le cadre
simulations numériques directes menées dans notre étude.
3.2.2 Domaine de simulation et maillage
Les simulations numériques ont été eﬀectuées avec le code JADIM présenté dans le chapitre
précédent. Les maillages utilisés sont de type cartésiens axisymmétriques : les diﬀérentes équations
résolues suivent ainsi le formalisme des coordonnées cylindriques. La discrétisation spatiale utilisée
est uniforme dans les directions axiales et azimutales, et la discrétisation est raﬃnée dans la direction
radiale en suivant une transformation utilisée en canal par Moin & Kim (1982) aﬁn de bien décrire
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tanh [ξj argtanh(a)] (3.12)
où ξj = −1 + 2(j − 1)
Ny − 1 j ∈ [1, Ny] (3.13)
a ∈ [0; 1] paramètre que l'on ajuste (3.14)
Cela donne en 3D un maillage du même type que celui de la ﬁgure 3.7. On impose des conditions
aux limites périodiques en haut et en bas du domaine, et on impose une condition de paroi avec
vitesse imposée au niveau des cylindres internes et externes (ﬁg 3.8). Le fait de choisir des conditions
périodiques dans la direction axiale a pour conséquence d'imposer un nombre discret de longueurs
d'ondes axiales réalisables pour les cellules de Taylor. Le choix de la taille du domaine dans la di-
rection axiale est donc important car il imposera la taille et le nombre des structures observées. On
présentera par la suite quelles valeurs de Γ ont été retenues et sous quel critère.
Les simulations sont eﬀectuées en adimensionnant les longueurs par le rayon externe. Ainsi les dif-
férentes géométries ont le même rayon extérieur, et c'est la taille du rayon intérieur qui varie d'une
géométrie à l'autre. Les vitesses sont normées par la vitesse à la paroi du cylindre intérieur U1, et
c'est la viscosité qui est adaptée pour passer d'un nombre de Reynolds à l'autre.
3.2.3 Statistiques
Diﬀérents opérateurs de moyenne ont été utilisés aﬁn de caractériser les écoulements, ils sont
analogues à ceux utilisés dans les travaux de Bilson & Bremhorst (2007) et de Dong (2007). De la
même façon que dans le traitement statistique de la turbulence dans un écoulement en canal 3D,
on va chercher à eﬀectuer des moyennes en temps mais aussi en espace. On choisira de faire deux
types de moyennes dans l'espace : pour le premier opérateur de moyenne, que l'on note < . >xθt, les
moyennes sont faites dans les directions axiale, azimutale et dans le temps. Les moyennes obtenues
par ce premier type de moyenne ne dépendent donc plus que de la position radiale. Pour le deuxième
opérateur, noté < . >θt, les moyennes sont faites uniquement dans la direction azimutale et dans le
temps. Les moyennes obtenues par cet opérateur dépendent alors des positions axiale et radiale.
On déﬁnit ensuite deux types de ﬂuctuations par rapport à ces deux moyennes, pour toute grandeur
A décrivant l'écoulement on utilisera par la suite la notation suivante :
A′ = A− < A >xθt (3.15)
A′′ = A− < A >θt (3.16)
3.2.4 Régime transitoire
Le champ de vitesse est initialisé par un champ nul. La première partie de la simulation a
donc pour but de permettre à l'écoulement de se développer (appartion des structures de Taylor,
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(a)
(b)
Figure 3.7  Exemple de grille utilisée dans le cadre de notre étude (ici pour un entrefer η = 0.5, et tel
que Γ = λ = 2.09(R2 −R1). Elle comprend 100 mailles dans la direction radiale et 200 dans
les directions axiale et azimutale.
des structures turbulentes de petite échelle, . . . ). Le couple de frottement aux deux parois a servi
d'indicateur sur l'évolution de ce développement de l'écoulement (ﬁg 3.9). Le passage d'un nombre de
Reynolds à l'autre se fait en adaptant la viscosité. Les itérations suivantes ont pour but d'apporter
suﬃsamment de données pour permettre aux statistiques de converger. On a constaté qu'il était
nécessaire de disposer d'une quantité de données plus importante pour les grands Reynolds.
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Figure 3.8  Conditions aux limites employées dans le cadre de l'étude : des conditions périodiques dans
la direction axiale, et de paroi au niveau des cylindres













Figure 3.9  Evolution du couple adimensionnel aux deux parois en fonction du temps (pour le cas η =
0.7246, Re = 6000, Γ = 3λ, TΩ1 correspond à la durée d'une révolution du cylindre intérieur).
Les premières itérations (t < 60TΩ1) permettent à l'écoulement de s'établir ce qui se traduit
par la transition des couples au cylindre intérieur puis au cylindre extérieur. Les itérations
suivantes sont utilisées pour eﬀectuer les statistiques.
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η = 0.5 Wendt (1933)
η = 0.5 DNS (this study)
η = 0.7246 Wendt (1933)
η = 0.7246 DNS (this study)
η = 0.9091 Wendt (1933)
η = 0.9091 DNS (this study)
Figure 3.10  Evolution du couple moyen adimensionné G avec le nombre de Reynolds, pour les trois
valeurs de η considérées : comparaison entre les corrélations empiriques de Wendt (1933)
et les résultats issus des simulations.
3.3 Validation / Sensibilité au maillage
On présente dans cette partie les éléments qui ont permis de valider nos simulations. Tout d'abord
une validation à partir d'une grandeur globale : le couple de frottement visqueux adimensionnel.
Puis une comparaison avec les proﬁls de vitesse moyenne et ﬂuctuante obtenus dans le cadre de
cette étude, et les résultats issus des travaux numériques de Dong (2007). Et enﬁn une comparaison
avec les proﬁls moyens des travaux expérimentaux de Mehel (2006).
3.3.1 Validation du couple hydrodynamique
On s'intéresse ici au couple de frottement visqueux global moyenné temporellement sur le cylindre
intérieur via sa grandeur adimensionnelle G que l'on a présenté en première partie de ce chapitre. La
ﬁgure 3.10 donne l'évolution de G avec le nombre de Reynolds pour les trois géométries considérées
dans notre étude. On a représenté à la fois l'évolution donnée par les corrélations de Wendt (1933),
et les données issues de nos simulations. Les premiers tests eﬀectués avec les premiers maillages (de
type Nx = 128 - Ny = 64 - Nθ = 128 et Γ = 3λ) ont donné des valeurs de G en bon accord avec les
corrélations.
La corrélation de Wendt ne fait pas intervenir la longueur d'onde axiale des cellules de Taylor. Dong
(2007) a notamment trouvé que le couple moyen n'est pas très sensible à la longueur du domaine
dans la direction axiale (variation inférieure à 1%). Lathrop et al. (1992) ont cependant observé
dans leur dispositif expérimental que pour un Re inférieur à 17500, le couple visqueux global est
légèrement sensible au nombre de rouleaux.
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3.3.2 Comparaison avec les travaux de Dong (2007)
Pour η = 0.5, on a comparé les proﬁls de vitesse moyenne issus des simulations avec ceux des
travaux de Dong (2007), en se concentrant sur le cas Re = 8000. Dong (2007) a eﬀectué une DNS
de l'écoulement de Taylor-Couette turbulent pour plusieurs nombres de Reynolds et pour η = 0.5. Il
résoud les équations de Navier-Stokes 3D incompressible par une approche spectrale et les maillages
utilisés dans ses travaux permettent de simuler toutes les échelles de la turbulence. Ils vériﬁent en
unités de parois ∆r+ = 0.21 (près de la paroi), ∆x+ = 3.70 et r∆θ+ = 1.96. Il s'agit donc d'une
étude de référence sur l'écoulement de Taylor-Couette turbulent, c'est pourquoi on s'est attaché à
valider nos simulations en comparant nos résultats à ceux de cette étude. Cette étape a également
permis de faire converger nos simulations avec le maillage.
Les composantes moyennes < Ux >xθt et < Ur >xθt sont nulles puisqu'on simule un nombre pair
de cellules de Taylor. Ce sont donc les proﬁls des composantes azimutales que l'on a comparé. On
présente dans un premier temps les résultats obtenus pour un maillage de type (Nx = 128-Nr = 64-
Nθ = 128) et Γ = 3λ pour un Reynolds Re = 8000. La ﬁgure 3.11 permet de comparer les vitesses
azimutales moyennes pour les deux études ainsi que les valeurs RMS associées aux ﬂuctuations de
type A′. On constate pour ces vitesses azimutales moyennes que les proﬁls coincindent assez bien dans
la zone de proche paroi. Ceci conﬁrme le fait que le couple obtenu grace aux simulations est proche
de la valeur attendue. En eﬀet, la vitesse de frottement servant à adimensionner est directement liée
au couple de frottement à la paroi (G). Dong (2007) avait obtenu un bon accord entre le couple
de frottement à la paroi et les corrélations de Wendt (1933). Le bon accord entre les pentes aux
parois conﬁrme ainsi le bon accord dans le calcul du couple. On constate cependant un écart sur les
proﬁls de vitesse moyenne en milieu d'entrefer, et des diﬀérences notables pour les proﬁls de valeur
RMS. On constate qu'ils ont une évolution similaire au cas de l'écoulement turbulent en canal, que
les positions radiales de leurs pics sont relativement similaires pour les deux simulations mais qu'en
revanche les intensités de ces pics sont diﬀérentes.
On peut expliquer cet écart en considérant les cartographies des moyennes du champ de vitesse
< . >θt qui sont représentées sur la ﬁgure 3.12. On constate sur cette ﬁgure que l'opérateur de
moyenne < . >θt met en évidence la présence des rouleaux contrarotatifs de Taylor. Mais cette
ﬁgure met aussi en évidence l'apparition de stries numériques qui n'ont pas de réalité physique et
qui sont probablement dues à une discrétisation spatiale insuﬃsante. C'est sur la composante radiale
du champ de vitesse que ces stries sont les plus importantes et leur présence se répercute également
sur la composante azimutale en proche paroi (en bas du domaine). Or les opérateurs de moyennes
utilisés ici sont tels qu'une partie des rouleaux obtenus par la moyenne < Ui >θt comptent dans les
ﬂuctuations déﬁnies par rapport à la moyenne < Ui >xθt. On peut par conséquent supposer que ces
stries numériques vont détériorer les proﬁls de valeurs RMS, et que ce sont elles qui sont à l'origine
de l'écart observé entre les résultats issus de nos simulations et les travaux de Dong (2007).
On a ensuite considéré un maillage présentant une discrétisation spatiale légèrement plus ﬁne
(Nx = 200 - Nr = 100 - Nθ = 200) pour la même longueur dans la direction axiale (Γ = 3λ).
On observe alors sur la ﬁgure 3.13 un décallage des valeurs RMS légèrement moins important mais
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(1)



















(Nx = 128 , Nr = 64 , Nθ = 128) - Γ = 3λ
Dong (2007)
(2)

















(Nx = 128 , Nr = 64 , Nθ = 128) - Γ = 3λ
Dong (2007)
Figure 3.11  Comparaison entre des proﬁls moyens issus des simulations pour le cas η = 0.5, ( Nx = 128
- Nr = 64 - Nθ = 128, Γ = 3λ et Re = 8000) et les travaux de Dong (2007) pour le même





















































































Figure 3.12  Isocontours de vitesse moyenne pour le cas η = 0.5, ( Nx = 128-Nr = 64-Nθ = 128, Γ = 3λ
et Re = 8000) : (1) < Ux >θt (x, r) - (2) < Ur >θt (x, r) - (3) < Uθ >θt (x, r)
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(1)



















(Nx = 200 , Nr = 100 , Nθ = 200) - Γ = 3λ
Dong (2007)
(2)

















(Nx = 200 , Nr = 100 , Nθ = 200) - Γ = 3λ
Dong (2007)
Figure 3.13  Comparaison entre des proﬁls moyens issus des simulations pour le cas η = 0.5, ( Nx = 200-
Nr = 100-Nθ = 200, Γ = 3λ et Re = 8000) et les travaux de Dong (2007) pour le même
entrefer et le même nombre de Reynolds
encore trop conséquent pour conserver ce maillage pour la suite. Les stries numériques sont elles aussi
présentes. On a donc fait le choix de diminuer la taille du domaine dans la direction axiale pour ne
simuler qu'une paire de rouleaux de Taylor (Γ = λ) tout en conservant une discrétisation (Nx = 200
- Nr = 100 - Nθ = 200), ce qui nous a permis faire disparaître les stries numériques comme l'illustre
la ﬁgure (3.16) donnant les cartographies associées à ce nouveau maillage. On constate enﬁn que ce
dernier maillage permet d'obtenir des proﬁls en très bon accord avec les travaux de Dong (2007)
tant pour les vitesses moyennes que pour les ﬂuctuations (ﬁg 3.15).
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Figure 3.14  Isocontours de vitesse moyenne pour le cas le cas η = 0.5, ( Nx = 200-Nr = 100-Nθ = 200,
Γ = 3λ et Re = 8000) : (1) < Ux >θt (x, r) - (2) < Ur >θt (x, r) - (3) < Uθ >θt (x, r)
(1)



















(Nx = 200 , Nr = 100 , Nθ = 200) - Γ = λ
Dong (2007)
(2)

















(Nx = 200 , Nr = 100 , Nθ = 200) - Γ = λ
Dong (2007)
Figure 3.15  Comparaison entre des proﬁls moyens issus des simulations pour le cas η = 0.5, ( Nx = 200-
Nr = 100-Nθ = 200, Γ = λ et Re = 8000) et les travaux de Dong (2007) pour le même
entrefer et le même nombre de Reynolds
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Figure 3.16  Isocontours de vitesse moyenne pour le cas η = 0.5, ( Nx = 200-Nr = 100-Nθ = 200, Γ = λ
et Re = 8000) : (1) < Ux >θt (x, r) - (2) < Ur >θt (x, r) - (3) < Uθ >θt (x, r)
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Figure 3.17  Isocontours des composantes < Ui >θt du champ de vitesse moyen pour η = 0.9091,
Re = 2500 et un maillage (Nx = 200-Nr = 100-Nθ = 398) : (1) composante axiale,
(2) composante radiale et (3) composante azimutale
3.3.3 Comparaison de grandeurs locales avec les travaux de Mehel (2006)
On s'intéresse à la validation du champ de vitesse moyen pour une géométrie η = 0.9091. Ce cas
avait été étudié expérimentalement dans les travaux de Mehel (2006). Comme dans le cas précédent
on a choisi de ne simuler qu'une longueur d'onde dans la direction axiale, et on a retenu un rapport
λ/(R2−R1) = 3.1 aﬁn de conserver la même longueur d'onde que dans l'étude expérimentale. On a
retenu une discrétisation (Nx = 200 - Nr = 100 - Nθ = 398). La ﬁgure 3.17 donne les isocontours des
composantes < Ui >θt du champ de vitesse moyen pour un Reynolds Re = 2500. La structure du
champ simulé est similaire au champ obtenu expérimentalement. Elle met en évidence la présence de
cellules de Taylor de grande échelle et l'alternance de zones de jet Inﬂow/Outﬂow entre les rouleaux
(ﬁg 3.18). Mehel (2006) a montré que le champ de vitesse moyen < Uθ >θt (x, r) présente une allure
similaire au champ moyen < Uθ >xθt (r) mais que les gradients de vitesse en proche paroi dépendent
de la position axiale. C'est également ce qu'on observe dans notre étude, la ﬁgure 3.18 permet de
comparer les proﬁls radiaux de vitesse azimutale moyenne < Uθ >θt obtenus dans les zones de jet et
au coeur des rouleaux. On observe un bon accord entre les deux études, notamment pour l'évolution
en proche paroi. L'écart observé en inﬂow en milieu d'entrefer, de l'ordre de 10% peut être en partie
dû à l'imprécision de la mesure expérimentale (±5%). La ﬁgure 3.19 donne l'évolution de la vitesse
axiale moyenne en fonction de la position axiale. Les résultats issus des simulations sont là aussi en
très bon accord avec les travaux expérimentaux.
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Figure 3.18  (1) Schéma type de l'agencement de l'écoulement moyen en formant des rouleaux de Taylor
contrarotifs avec zone de jets Inﬂow/Outﬂow séparant les rouleaux. (2) Comparaison entre
les résultats issus des simulations et ceux des travaux expérimentaux de Mehel (2006)
obtenus par LDV : proﬁl de vitesse azimutale moyenne < Uθ >θt pour diﬀérentes positions
dans la direction axiale (dans les zones de jets et au coeur des cellules)

















Figure 3.19  Evolution axiale de < Ux >θ t à un quart de l'entrefer pour η = 0.9091 et Re = 2500,
comparaison entre les simulations et les travaux expérimentaux de Mehel (2006) obtenus
par LDV
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3.3.4 Maillages retenus
Le tableau 3.2 synthétise les caractéristiques des maillages qui ont été retenus dans le cadre de
notre étude. Dans la direction radiale on s'est assuré de disposer d'au moins 4 points entre y+ = 0
et y+ = 5. Il a été choisi de ne simuler qu'une longueur d'onde axiale suite à l'étude de convergence
en maillage. Les valeurs de λ retenues pour les entrefers η = 0.5 et η = 0.9091 ont été choisies aﬁn
de correspondre à celles des travaux de Dong (2007) et Mehel (2006) respectivement, et la valeur
λ/(R2 − R1) = 2.09 a été conservée pour le cas η = 0.7246. Ces valeurs de λ permettent de rester
dans la plage de variation décrite en première partie de ce chapitre (ﬁg 3.5).
η Nx Nr Nθ Γ = λ/(R2 −R1) ∆x+ r∆θ+
0.5 200 100 200 2.09 2.9 9
0.72 200 100 400 2.09 4.5 10
0.91 200 100 600 3.08 3.14 20
Table 3.2  Discrétisation retenue dans les trois directions pour les trois entrefers, et ordre de grandeur
des discrétisations en unités de parois (prises pour Re = 5000). Dans la direction radiale on
s'est assuré de disposer d'au moins 4 points entre y+ = 0 et y+ = 5
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3.4 Structure de l'écoulement turbulent
Cette partie a pour but d'exploiter les résultats des simulations aﬁn d'obtenir une caractérisation
de l'écoulement. On présente dans un premier temps la structure des grandes échelles de l'écoulement,
puis on s'intéressera plus spéciﬁquement au comportement du champ de vitesse en proche paroi et
au frottement.
3.4.1 Cellules de Taylor et structures turbulentes
Figure 3.20  Isocontours de vitesse moyenne pour le cas η = 0.5, Re = 5000. La couleur des isocontours
correspond à la vitesse axiale, elle met en évidence les cellules de Taylor
On a vu dans la partie précédente que l'opérateur de moyenne dans la direction azimutale permet
de révéler la présence de structures contrarotatives de grande échelle correspondant aux rouleaux
de Taylor. La ﬁgure 3.20 illustre les isocontours de vitesse associés au champ moyen < . >θt. Ces
cellules de Taylor sont aussi visibles sur des champs de vitesse instantanés ( ﬁg 3.21). Les champs
instantanés permettent aussi d'identiﬁer la présence de jets et tourbillons à des échelles plus petites
que les cellules de Taylor et qu'on peut associer aux cellules de Görtler.
Visuellement l'évolution des rouleaux de Taylor en fonction du nombre de Reynolds indique
qu'ils ont tendance à se déformer. On peut donc décomposer l'écoulement comme la somme d'un
écoulement azimutal primaire, cellules de Taylor et de ﬂuctuations turbulentes. L'évolution du maxi-
mum des composantes radiales et axiales des rouleaux de Taylor en fonction du nombre de Reynolds
(respectivement notées UTVr et U
TV
x ﬁg 3.22) conﬁrme que les rouleaux ont tendance à perdre en
intensité pour un Re croissant.
En ce qui concerne l'évolution des ﬂuctuations, on sait par déﬁnition des deux types de ﬂuctua-
tions que les rouleaux de Taylor sont inclus dans celles du type U
′
i , mais pas les U
′′
i . La ﬁgure 3.23
permet de comparer ces deux ﬂuctuations via leurs valeurs RMS pour η = 0.5 et pour Re = 5000.











2 >xθt, principalement à cause de la contribution des rouleaux dans les
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Figure 3.21  Isocontours de vitesse instantanée dans un plan θ = cte pour l'entrefer η = 0.5 à Re = 5000 :
(1) composante axiale (2) composante radiale et (3) composante azimutale du champ de
vitesse
(1)








































Figure 3.22  Évolution des intensités max des composantes axiale (1) et radiale (2) du champ UTV en
fonction du nombre de Reynolds.
ﬂuctuations U
′
i . Les ﬂuctuations U
′′
i sont comparables à l'intensité des cellules de Taylor. On observe
de plus que la diﬀérence entre les deux types de ﬂuctuations est beaucoup moins prononcée pour
la composante azimutale du champ de vitesse, ce qui indique que les rouleaux de Taylor modulent
très peu la composante azimutale < Uθ >xθt (r). De plus le champ de ﬂuctuation n'est pas isotrope
même si l'intensité des ﬂuctuations est du même ordre de grandeur dans les trois directions.
Leur évolution en fonction du nombre de Reynolds est représentée pour l'entrefer η = 0.5












2 >xθt quant à elle souligne le développement des petites échelles de la turbulence.
Enﬁn l'écart entre ces deux types de ﬂuctuations diminue avec Re, conﬁrmant que l'importance re-
lative des rouleaux tend elle aussi à diminuer. La ﬁgure 3.25 permet d'illustrer en 3D l'évolution de
certaines caractéristiques du champ de vitesse avec le nombre de Reynolds. On observe une destruc-
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< (U ′r)2 >xθt√
< (U ′′r )2 >xθt
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< (U ′θ)2 >xθt√
< (U ′′θ )2 >xθt
Figure 3.23  Comparaison entre les proﬁls de valeurs RMS calculées pour les deux types de ﬂuctuations
A′ et A′′ pour η = 0.5, Re = 5000
turation progressive des rouleaux de Taylor. Les isocontours près des parois des cylindres extérieur
(colonne de gauche) et intérieur (colonne du milieu) mettent en évidence le développement de struc-
tures de petites échelles avec l'augmentation du nombre de Reynolds. Les isocontours de vitesse près
de la paroi du cylindre intérieur mettent aussi en évidence le développement de structures de petite
échelle.
On constate enﬁn qu'il n'y a pas de similitude entre les proﬁls de valeurs RMS pour un même
nombre de Reynolds donné et pour des entrefers diﬀérents (ﬁg 3.26).
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(1)



































































































































Figure 3.24  Proﬁls de valeurs RMS issus des deux types de ﬂuctuations pour η = 0.5 et diﬀérents
nombres de Reynolds
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Figure 3.25  Visualisation 3D d'un champ de vitesse instantané pour trois nombres de Reynolds :
Re = 3000 : (1) Isocontours de vitesse (les couleurs mettent en évidence la présence de
structures de grande échelle) (2) Isocontour de vitesse ‖U‖ = 0.5, (3) Amplitude du champ
de vitesse dans une coupe r = 0.51
Re = 5000 : (4) Isocontours de vitesse (les couleurs mettent en évidence la présence de
structures de grande échelle) (5) Isocontour de vitesse ‖U‖ = 0.5, (6) Amplitude du champ
de vitesse dans une coupe r = 0.51
Re = 8000 : (7) Isocontours de vitesse (les couleurs mettent en évidence la présence de
structures de grande échelle) (8) Isocontour de vitesse ‖U‖ = 0.5, (9) Amplitude du champ
de vitesse dans une coupe r = 0.51
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Figure 3.26  Proﬁls de valeurs RMS issus des deux types de ﬂuctuations pour Re = 5000 et les diﬀérents
entrefers
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3.4.2 Comportement dans la zone de proche paroi




















Figure 3.27  Vitesse azimutale moyennée dans les directions axiale et azimutale pour Re = 5000 et
diﬀérentes valeurs de η
Les proﬁls de la vitesse moyenne< Uθ >xθt de la ﬁgure 3.27 permettent de comparer son évolution
radiale à Re = 5000 et pour les trois entrefers considérés. Bien que les proﬁls ne se superposent pas,
leur évolution indique une variation similaire près des parois. On introduit de façon analogue au cas
de l'écoulement en canal le frottement total τtot qui est la somme du frottement visqueux < σθr >xzt
et le frottement turbulent −ρ < u′θu
′
r >xzt. En moyennant les équations de conservation de la masse
et de quantité de mouvement (Eckhardt et al. (2007)) on obtient le bilan 3.17
τtot(r) = ρνr
∂(< uθ >xθt /r)
∂r




Les proﬁls des valeurs RMS indiquent que les ﬂuctuations sont négligeables près des parois, ce qui
permettrait de relier la valeur de la constante aux frottements associés à chaque cylindre (eq 3.18)
ρνr














où τw1 et τw2 sont les frottements visqueux aux cylindres intérieur et extérieur respectivement. Après
intégration de l'équation 3.18 entre R1 et r il vient dans un premier temps











Si on introduit r˜ tel que r = R1 + r˜, on peut faire un développement limité au premier ordre en
r˜/R1 ce qui nous mène à









Cette formulation est à rapprocher de la loi linéaire obtenue en canal plan qui s'écrit :
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Figure 3.28  Évolution en fonction du nombre de Reynolds du rapport entre les deux termes intervenant
dans la pente de la loi linéaire observée à la paroi (calcul analytique issu des corrélations
de Wendt (1933)).
Il est possible de pondérer l'écart à cette loi linéaire u+ = y+ (ﬁg 3.28) en calculant le rapport
entre les termes u∗/δ∗ et U1/R1 à partir des corrélations de Wendt (1933). On constate ainsi que
pour les nombres de Reynolds considérés ce terme supplémentaire est négligeable et que l'on peut
considérer la loi u+ = y+ comme une bonne approximation. C'est justement ce qui est observé dans
la littérature, notamment dans les études de Dong (2007), Bilson & Bremhorst (2007) ou encore
Smith & Townsend (1982). C'est aussi ce que nous observons dans la ﬁgure 3.29 où la vitesse u+ a
été représentée en fonction de y+. La vitesse de frottement est calculée à partir du couple intégré
sur la paroi du cylindre considéré en conservant la relation u∗i =
√
τwi/ρ. Ainsi pour le cylindre
intérieur on aura u+1 = (U1− < uθ >xθt)/u∗1 et pour le cylindre extérieur u+2 = (< uθ >xθt)/u∗2.
La représentation en échelle logarithmique de la ﬁgure 3.30 illustrant l'évolution de u+i en fonction
de y+ indique l'existence d'une zone où u+ évolue linéairement avec log(y+) mais la pente n'est pas
unique pour les nombres de Reynolds simulés contrairement à ce qui a été observé par Smith &
Townsend (1982). Ils ont observé une loi du type u+ = (log(y+)+A)/κ avec les valeurs de constante
A = 1.8 et κ la constante de Von Karman égale à 0.41, comme en canal plan. Il s'agissait de
nombres de Reynolds bien plus importants que dans notre étude. La ﬁgure 3.31 donne l'évolution
des échelles de longueur visqueuses associées aux cylindres intérieur et extérieur normées par la
largeur de l'entrefer en fonction du nombre de Reynolds. Pour les cas simulés l'échelle visqueuse est
peut être trop grande par rapport à l'entrefer pour permettre l'établissement d'une loi logarithmique
valable jusqu'à y+ ≈ 300 comme en canal plan. L'interaction entre les couches limites associées à
chaque cylindre pourrait ainsi expliquer la non-unicité de la loi logarithmique pour les régimes
simulés dans notre cas.
En ce qui concerne la loi linéaire, on cherche à savoir si elle est vériﬁée localement pour une
position axiale donnée. La comparaison avec les travaux expérimentaux de Mehel (2006) avait montré
que dans les zones de jet et en coeur de cellule la vitesse moyenne < uθ >θt (x, r) avait une allure
similaire au champ moyen < uθ >xθt mais que les pentes aux parois était diﬀérentes. On a tracé sur
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Figure 3.29  Evolution de la vitesse en proche paroi pour le cas du gros entrefer (η = 0.5) : (1) pour
la paroi intérieure, (2) pour la paroi extérieure : vitesse adimensionnée par la vitesse de
frottement, et distance à la paroi adimensionnée par l'échelle visqueuse. Comparaison avec
la loi linéaire.
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u+ = (log(y+) +A)/κ
(2)





















u+ = (log(y+) +A)/κ
Figure 3.30  Evolution de la vitesse en proche paroi pour η = 0.5 : (1) pour la paroi intérieure, (2)
pour la paroi extérieure : vitesse adimensionnée par la vitesse de frottement, et distance
à la paroi adimensionnée par l'échelle visqueuse. Comparaison avec une loi log de type
u+ = (log(y+) +A)/κ avec les valeurs de constante A et κ égales à celles prises par Smith
& Townsend (1982), soit A = 1.8 et κ la constante de Von Karman égale à 0.41
la ﬁgure 3.32 l'évolution axiale du frottement visqueux < τw >θt (x) aux parois des deux cylindres,
normé par le couple global. On observe que le frottement a une allure sinusoïdale avec une alternance
de frottement fort et frottement faible, ce qui est en accord avec les résultats de Bouabdallah (1980).
Sur le cylindre interne, la zone de frottement maximal correspond à un amincissement de la couche
limite localisée en Inﬂow, donc la zone de jet impactant la paroi. La zone de frottement faible est
quant à elle localisée dans la zone de jet Outﬂow. Ce comportement est similaire pour la paroi du
cylindre extérieur : c'est dans la zone de jet impactant la paroi que le frottement est maximal (cette
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(1)







































Figure 3.31  Échelles visqueuses δ∗ associées aux cylindres intérieur (1) et extérieur (2) normées par la
largeur de l'entrefer : évolution en fonction du nombre de Reynolds pour les trois entrefers
étudiés (Estimation de δ∗ à partir du frottement via les corrélations de Wendt (1933))
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fois-ci Outﬂow), et l'autre jet est associé à une zone de frottement faible. Cette évolution du couple
a permis de déﬁnir des échelles visqueuses locales de vitesse et de longueur, et de normer les proﬁls
de vitesses à partir de ces échelles locales. Les proﬁls ainsi normés sont rassemblés sur la ﬁgure
3.32 où l'on observe que la loi [< uθ >θt (x, r)− Ui] /u∗loc(x) = (r−Ri)/δ∗loc(x) est elle aussi vériﬁée
localement.
3.4.3 Inﬂuence du nombre de Reynolds et de la géométrie sur la distribution
de vitesse instantanée en proche paroi
On vient donc de voir que le nombre de Reynolds inﬂuence la vitesse moyenne à la paroi via
l'évolution des échelles visqueuses (et indirectement le frottement moyen), mais qu'à la paroi les
vitesses moyennes suivent toutes une loi de type u+ = y+. On s'interesse maintenant à la vitesse
instantanée à la paroi. Les ﬁgures 3.33 et 3.34 illustrent la carte de vitesse à la paroi des cylindres
respectivement intérieur et extérieur. On retrouve également un agencement en chevrons autour des
zones de jet comme cela a été décrit dans la littérature. Comme dans le cas du canal les streaks sont
allongées dans la direction principale de l'écoulement, elles ne sont en revanche pas alignées avec
cette direction. On constate de plus une alternance d'une zone de plus forte vitesse avec une zone
de vitesse plus faible étendues chacune sur une distance du même ordre de grandeur que la taille
des rouleaux de Taylor (ce qui est en accord avec l'évolution du proﬁl axial du couple moyen de la
ﬁgure 3.32).
La ﬁgure 3.35 permet de comparer la structure de l'écoulement en 3D pour le grand et le petit
entrefer à Re = 5000. On constate qu'ils ont globalement la même structure. Les isocontours per-
mettent de mettre en évidence les structures en chevrons près des parois des deux cylindres. Ces
chevrons semblent organisés de façon plus structurée pour le cas du gros entrefer.
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in Re = 2500
out Re = 2500
in Re = 5000
out Re = 5000
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Inflow Re = 2500
Outflow Re = 2500
Midcell Re = 2500
Inflow Re = 5000
Outflow Re = 5000
Midcell Re = 5000
u+ = y+
(3)


















Inflow Re = 2500
Outflow Re = 2500
Midcell Re = 2500
Inflow Re = 5000
Outflow Re = 5000
Midcell Re = 5000
u+ = y+
Figure 3.32  Loi de vitesse en proche paroi pour diﬀérentes positions axiales pour le petit entrefer (η =
0.9091) : (1) proﬁl axial du frottement adimensionné local pour le cas η = 0.9091 et pour
deux valeurs du nombre de Reynolds (Re = 2500 et Re = 5000) et évolution de u+ en
fonction de y+ , adimensionnée par les échelles visqueuses de vitesse et de longueur estimées
à partir du frottement local. (2)côté cylindre intérieur (3) côté cylindre extérieur
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Figure 3.33  Carte de vitesse instantanée près de la paroi du cylindre intérieur à une distance 0.0013(R2−
R1), pour le grand entrefer et pour diﬀérents nombres de Reynolds : (1) Re = 1000 - (2)
Re = 3000 - (3) Re = 5000
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(1)




































































Figure 3.34  Carte de vitesse instantanée près de la paroi du cylindre extérieur à une distance 0.0013(R2−
R1), pour le grand entrefer et pour diﬀérents nombres de Reynolds : (1) Re = 1000 - (2)
Re = 3000 - (3) Re = 5000
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Figure 3.35  Visualisation 3D d'un champ instantané à Re = 5000, pour η = 0.5 : (1) Isocontours
de vitesse (les couleurs mettent en évidence la présence de structures de grande échelle)
(2) Isocontour de vitesse ‖U‖ = 0.5, (3) Amplitude du champ de vitesse dans une coupe
r = 0.51 - pour η = 0.9091 : (4) Isocontours de vitesse (les couleurs mettent en évidence la
présence de structures de grande échelle) (5) Isocontour de vitesse ‖U‖ = 0.6, (6) Amplitude
du champ de vitesse dans une coupe r = 0.91
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3.5 Caractérisation du frottement
Le frottement est une grandeur importante pour notre étude puisqu'il permettra de caractériser
globalement et localement l'eﬀet de la présence des bulles.
3.5.1 Frottement total
On rappelle que le frottement total peut être décomposé comme la somme d'une contribution
visqueuse et d'une contribution turbulente selon le bilan 3.22
ρνr














La ﬁgure 3.36 présente l'évolution radiale de ces deux contributions du frottement. On retrouve
bien que le frottement total suit une loi en r−2 en accord avec l'équation 3.22. On constate de
plus que c'est la contribution visqueuse qui prédomine près des parois, tandis que dans le coeur de
l'entrefer c'est la contribution turbulente qui est la plus importante, de façon analogue au cas de
l'écoulement turbulent en canal. On note une autre analogie dans le décalage vers la paroi du pic
de frottement turbulent lorsqu'on augmente le nombre de Reynolds (en y+ ≈ 14 pour Re = 1000
jusque y+ ≈ 26 pour Re = 8000). Cette représentation permet également de vériﬁer que la simulation
capte bien les échelles de la turbulence. En eﬀet, les simulations L.E.S. d'écoulement et notamment
les écoulements en tubes montrent que le bilan sur le frottement total ne peut être vériﬁé qu'en
y ajoutant les contributions de Leonard et de la viscosité de sous-maille dans les zones les moins
raﬃnées qui sont ici au centre de l'entrefer.
3.5.2 Frottement aux parois
On a vu que le champ de vitesse présentait des streaks en forme de chevrons à la paroi se
développant autour des zones de jet. On souhaite maintenant étudier la répartition spatiale du
frottement à la paroi. Les cartes de frottement instantané aux cylindres intérieur et extérieur (ﬁg
3.37 et 3.38 respectivement) présentent ces mêmes structures en chevron. Ces motifs apparaissement
avec l'augmentation du nombre de Reynolds en accord avec le développement des petites échelles.
Ils sont plus nombreux côté cylindre intérieur que côté cylindre extérieur.
On retrouve aussi ces structures pour les autres entrefers comme l'illustrent par exemple les
ﬁgures 3.39 et 3.40 pour le petit entrefer.
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(1)


















Re = 1000 Frottement visqueux
Re = 1000 Frottement total
Re = 3000 Frottement visqueux
Re = 3000 Frottement total
Re = 5000 Frottement visqueux
Re = 5000 Frottement total
Re = 8000 Frottement visqueux
Re = 8000 Frottement total
−R21/r2
(2)


















Re = 1000 Frottement turbulent
Re = 1000 Frottement total
Re = 3000 Frottement turbulent
Re = 3000 Frottement total
Re = 5000 Frottement turbulent
Re = 5000 Frottement total
Re = 8000 Frottement turbulent
Re = 8000 Frottement total
−R21/r2
Figure 3.36  Evolution radiale du frottement total et des contribution visqueuses (1) et turbulente (2)
pour η = 0.5 et plusieurs valeurs du nombre de Reynolds, normalisé par ρ(u∗1)
2 = τw1.
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Figure 3.37  Cartes de frottement (adimensionné par le frottement moyen) à la paroi du cylindre intérieur
pour le cas du gros entrefer (η = 0.5), pour plusieurs nombres de Reynolds : (1) Re = 1000
- (2) Re = 5000 - (3) Re = 8000
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(1)
























































Figure 3.38  Cartes de frottement (adimensionné par le frottement moyen) à la paroi du cylindre ex-
térieur pour le cas du gros entrefer (η = 0.5), pour plusieurs nombres de Reynolds : (1)
Re = 1000 - (2) Re = 5000 - (3) Re = 8000
(1)




































Figure 3.39  Cartes de frottement (adimensionné par le frottement moyen) à la paroi du cylindre intérieur
pour le cas du petit entrefer (η = 0.9091), pour plusieurs Reynolds : (1) Re = 2500 - (2)
Re = 5000
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Figure 3.40  Cartes de frottement (adimensionné par le frottement) moyen à la paroi du cylindre exté-
rieur pour le cas du petit entrefer (η = 0.9091), pour plusieurs nombres de Reynolds : (1)
Re = 2500 - (2) Re = 5000
98
Chapitre 3 : Étude de l'écoulement de Taylor-Couette monophasique
Le nombre de streaks semble augmenter avec le nombre de Reynolds, mais ils diminuent aussi
en taille. On a cherché à caractériser la répartition des zones de frottement fort et faible. Pour cela
on a construit les pdf de frottement pour les diﬀérents cas. La ﬁgure 3.41 donne la pdf obtenue
en cumulant celles issues de cartographies instantannées. On retrouve une forme similaire aux pdf
obtenues par Lathrop et al. (1992) à partir de la mesure temporelle du frottement en un point
sur le cylindre extérieur (ﬁg 3.42). On constate que ces pdf ne sont pas symétriques impliquant
une répartition diﬀérente pour les zones de frottements forts que pour les frottements faibles. Enﬁn
on remarque pour les nombres de Reynolds les plus élevés que les pdf évoluent relativement peu
l'une par rapport à l'autre ce qui implique que les statistiques du frottement restent inchangées. On
observe aussi cette tendance pour le cas des petits entrefers (ﬁg 3.43).
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Figure 3.41  pdf du frottement à la paroi moyennée dans le temps pour le cas du grand entrefer au niveau
du cylindre intérieur (1) et du cylindre extérieur (2)
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Figure 3.42  Illustration tirée des travaux de Lathrop et al. (1992) : Distribution de probabilité du
frottement à la paroi extérieure pour η = 0.7246, Re = 1.22105 (.) - Comparaison avec une
loi du type log10P (τw) = −13.6(log10(τw))2 − 0.175log10(τw) − 1.46 (ligne continue). Ces
résultats ont été obtenus à partir du frottement en un point sur le cylindre extérieur
101
Chapitre 3 : Étude de l'écoulement de Taylor-Couette monophasique
(1)












































Figure 3.43  pdf du frottement à la paroi moyennée dans le temps pour le cas η = 0.9091 au niveau du
cylindre intérieur (1) et du cylindre extérieur (2)
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3.6 Synthèse du chapitre
Cette première partie de l'étude nous permet ainsi de disposer d'une référence sur l'écoulement
monophasique non perturbé, pour diﬀérentes géométries et plusieurs régimes hydrodynamiques. On
a observé des tendances semblables à celles décrites dans la littérature : même en régime turbulent
l'écoulement peut se décomposer comme la superposition d'une composante azimutale principale,
de tourbillons contrarotatifs de grande échelle (les cellules de Taylor), et de ﬂuctuations de petite
échelle.
Le proﬁl de vitesse azimutale moyenne présente en proche paroi des analogies avec les couches limites
sur plaque plane. On observe en eﬀet la présence d'une sous-couche visqueuse où le frottement total
est dominé par le frottement visqueux et où la vitesse adimensionnée par la vitesse de frottement
à la paroi vériﬁe la loi universelle u+ = y+. On observe aussi la présence d'une zone inertielle
où le frottement total est dominé par le frottement turbulent, et où la vitesse évolue de façon
logarithmique avec y+, mais les paramètres de cette loi de similitude sont diﬀérents de ceux obtenus
pour une plaque plane. On suppose que cela est dû à l'interaction entre les couches limites associées
aux deux cylindres.
L'originalité principale de l'écoulement résulte donc de la présence des rouleaux de Taylor dont la
rotation induit deux zones de jet (l'une dirigée vers le cylindre intérieur, et l'autre vers le cylindre
extérieur). On retrouve la signature de ces jets dans l'évolution du frottement en proche paroi avec
une augmentation globale du frottement au niveau du jet impactant la paroi, et le développement
de streaks en forme de chevrons au niveau du jet quittant la paroi.
On s'attachera donc dans la suite de l'étude à analyser comment les bulles interagissent avec les
diﬀérentes structures de l'écoulement que l'on vient de présenter dans ce chapitre. Le chapitre suivant
a ainsi pour vocation d'étudier la migration des bulles sous l'inﬂuence de ces diﬀérentes structures.
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Lire
la seconde partie
de la thèse
